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1. Möbius, über den Mittelpunct nicht paralleler Kräfte, 1 


1. 
Über den Mittelpunet nicht paralleler Kräfte. 


(Von Herrn A. F. Möobius, Professor in Leipzig.) 





Herr Dr. Minding hat in einer sehr scharfsinnigen Abhandlung, im 4ten 
Hefte des 14. Bandes dieses Journals, die Lehre vom Mittelpuncte paralleler 
Kräfte auf ein System nicht paralleler Kräfte auszudehnen gesucht. Da 
ich gleichfalls — bei Gelegenheit statischer Untersuchungen, mit denen ich 
mich seit längerer Zeit beschäftige, — diesen Gegenstand in Betracht ge=- 
zogen habe, so dürfte es dem Hrn. Dr. Minding und den Lesern seines 
Aufsatzes vielleicht nicht unangenehm sein, wenn ich ihnen die Ergeb- 
nisse meiner Untersuchungen hier kürzlich vorlege. Eine ausführlichere 
Darstellung derselben verspare ich für eine Statik fester Körper, die ich 
mit Nächstem herauszugeben beabsichtige. 





zu 


Die Hauptaufgabe, um welche es sich bier handelt, läfst sich fol- 
gendergestalt in Worte fassen: 

Ein frei beweglicher fester Körper ist der Wirkung von Kräften un- 
terworfen. Die Veränderung dieser Wirkung zu bestimmen, wenn 
der Körper beliebig aus seiner Lage verrückt wird, und dabei jede 
Kraft mit unveränderter Intensität, und parallel mit ihrer anfänglichen 
Richtung, auf ihren Angriffspunct zu wirken fortfährt. 

Die auf den Körper wirkenden Kräfte können nun entweder sich 
das Gleichgewicht halten, oder auf eine, oder auf zwei Kräfte reducirbar 
sein. Sie können ferner ihrer Lage nach entweder parallel, oder nicht 
parallel, und daan in einer Ebene, oder im Raume überhaupt enthalten 
sein. Die Fälle, welche sich hieraus zusammensetzen lassen, will ich jetzt 
einzeln durchgehen, und zuvor nur noch erinnern, dafs die überall voraus- 
zusetzende Bedingung, dafs jede Kraft ihren Angriffspunct und ihre Inten- 
sität behalte und ihrer anfänglichen Richtung parallel bleibe, um der Kürze 
willen nicht wieder besonders erwähnt, sondern überall bei der Ver- 
rückung mit hinzugedacht werden soll. 

Crelle's Journal d. M. Bd. XVI. HR. 1. 1 














1. Möbius, über den Mittelpunct nicht paralleler Kräfte. 
Betrachten wir nun zuerst ein 


A. System paralleler Kräfte. 


a) Haben die parallelen Kräfte eine einzelne Kraft zur Resultante, 
so ist diese ihnen parallel; sie selbst bleiben bei jeder Verrückung des 
Körpers auf eine Resultante von der nämlichen Intensität und Richtung 
reducirbar, und es lälst sich ein mit ihren Angriffspuncten in fester Ver- 
bindung stehender Punet angeben, der Mittelpunct der parallelen 
Krüfte, welchem die Resultante stets begegnet. Die parallelen Kräfte 
sind daher bei allen Verrückungen des Körpers gleichwirkend einer und 
derselben, mit ihnen parallelen, an diesem Mittelpuncte anzubringenden Kraft. 

5) Halten die parallelen Kräfte einander das Gleichgewicht, und 
ist 7 der Mittelpunct eines Theils derselben und R die Resultante dieses 
Theils, 5 der Mittelpunct und ‚5 die Resultante der übrigen, so sind die 
Kräfte A und $ einander gleich und direct entgegengesetzt, wirken also in 
der Geraden 4B, die mit den Kräften des Systems selbst parallel ist. 
Wird hierauf der Körper verrückt, so bilden die Kräfte A und $, = —R, 
e 


ein sogenanntes Kräftepaar; die Fülle ausgenommen, wenn die nachheri 


mie 5S 


Lage des Körpers der anfänglichen parallel ist, oder die Verrückung in 
einer Drehung des Körpers um eine mit den Kräften parallele Axe be- 
steht, oder endlich, wenn 4 und B coincidiren, als in welchem Falle der 
Angriffspunct jeder Kraft des Systems der Mittelpunet der jedesmal übri- 
gen Kräfte ist. 

Bei Verrückung eines Körpers, an welchem parallele Kräfte im 
Gleichgewicht sind, geht demnach, mit Ausnahme der oben gedachten 
drei Fälle, das Gleichgewicht verloren, und die Kräfte werden gleichwir- 
kend mit einem Paare, dessen Kräfte mit den erstern parallele Richtung 
haben und auf zwei bestimmte Puncte des Körpers wirken. — Auch 
kann man diesen Satz folgendergestalt ausdrücken: 

Sind an einem Körper parallele Kräfte im Gleichgewicht, so kann 
man immer an zwei Puncten des Körpers, die mit den Kräften in einer 
Parallele lieven, zwei neue, mit den Kräften ebenfalls parallele, sich das 
Gleichgewicht haltende und daher das vorige Gleichgewicht nicht störende 
Kräfte (—R an 4 und + R an B) hinzufügen; wodurch es geschieht, dals, 
wie auch die Lage des Körpers geändert werden mag, das anfangs beste- 


hende Gleichgewicht nicht unterbrochen wird. 
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Übrigens erhellet aus der Theorie der Kräftepaare, dafs man, statt 
der an 4 und B anzubringenden Kräfte R, auch in irgend zwei andern 
Puncten des Körpers, die in einer Parallele mit den ursprünglichen Kräf- 
ten enthalten sind, zwei einander gleiche und direct entgegengesetzte Kräfte 
R' anbringen kann, wenn nur A’b’.R'—= AB.R ist, und die Kräfte R’ die 
Puncte £’ und 3° einander zu nähern oder von einander zu entfernen 
streben, je nachdem das Kine oder das Andere bei den Kräften R in Be- 
zug auf die Puncte 4 und 3 der Fall ist. 

c) Da die Kräfte, wenn sie anfangs im Gleichgewicht sind, sich 
nach der Verrückung des Körpers im Allgemeinen auf ein Paar reduciren, 
so ist der dritte mögliche Fall, wenn die Kräfte schon bei der anfängli- 
chen Lage des Körpers einem Paare gleichwirkend sind, von dem vori- 
gen nicht wesentlich verschieden und bedarf daher keiner weiteren Er- 


örterung. 
B. System von Kräften, die in einer Ebene enthalten sind. 


«) Bei jedem System von Kräften in einer Ebene lälst sich, wenn 
sie eine Resultante haben, in der Richtung derselben ein Mittelpunct, 
d. h. ein Punct des Körpers angeben, welchem die Resultante bei jeder 
Verrückung des Körpers, wobei die Ebene sich selbst parallel bleibt, also 
bei jeder parallelen Fortbewegung und bei jeder Drehung um eine auf der 
Ebene normale Axe, immer begegnet. Das System bleibt also nach jeder 
solchen Verrückung gleichwirkend einer einzigen, an einem bestimmten 
Puncte des Körpers anzubringenden Kraft. 

Besteht das System nur aus zwei Kräften, so findet sich der Mit- 
telpunct, als der zweite Durchschnitt ihrer Resultante mit dem durch die 
Angriffspunete und den Durchschnitt der Richtungen der beiden Kräfte 
zu beschreibenden Kreise, (Der erste Durchschnitt der Resultante mii 
dem Kreise ist der Durchschnitt der Richtungen selbst.) 

Durch wiederholte Anwendung dieser Regel läfst sich auch bei ei- 
nem System von mehr als zwei Kräften der Mittelpunct bestimmen. Denn 
zuerst kann man statt irgend zweier Kräfte des Systems und ihrer An- 
griffspuncte eine einzige Kraft und deren Angrilispunct setzen, von denen 
erstere die Resultante und letzterer der Mittelpunct jener beiden ist. Auf 
diese Art ist das System, wenn es anfangs aus n Kräften bestand, aufn — | 


reducirt worden; dieses System von 2—1 Kräften kann man gleicherweise 
1 x 
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auf 2—2 reduciren, und so fort, bis man zuletzt auf die Resultante und 
den Mittelpunct des ganzen Systems kommt. Da das System nur einen 
einzigen Mittelpunct hat, so ist es gleichgültig, in welcher Ordnung man 
die Kräfte nach und nach mit einander verbindet. Dies giebt zu einigen 
eleganten geometrischen Sätzen Veranlassung, bei denen ich mich aber 
hier nicht aufhalten will. 

b) Aus dem jetzt betrachteten Falle, wenn die in einer Ebene 
wirkenden Kräfte eine Resultante haben, lassen sich die Umstände für 
den zweiten Fall, wenn sie einander das Gleichgewicht halten, ganz eben 
so herleiten, wie vorhin bei parallelen Kräften, und wir gelangen damit 
zu folgendem Satze: 

Ein System von Kräften in einer Ebene, welche sich das Gleich- 
gewicht halten, wird bei Drehung der Ebene in sich selbst, im Allgemei- 
nen gleichwirkend mit einem Paare, dessen Kräfte, eben so wie die des 
Systems, fortwährend auf dieselben zwei Puncte der Ebene wirkend sich 
annehmen lassen. Dabei können die eine Kraft und deren Angriffspunct, 
oder, wenn man statt dessen lieber will, die Angriffspuncte beider Kräfte 
nach Willkühr bestimmt werden, indem nur das Product aus der gegen- 
seitigen Entfernung der beiden Angriflspuncte in die gemeinschaftliche In- 
tensität der beiden Kräfte eine durch die Beschaffenheit des Systems ge- 
gebene Grölse ist. Oder mit andern Worten: 

Zu einem in einer Ebene enthaltenen und im Gleichgewicht befind- 
lichen Systeme von Kräften lassen sich immer an zwei beliebigen Punc- 
ten der Ebene zwei sich ebenfalls das Gleichgewicht haltende Kräfte von 
solcher Intensität hinzusetzen, dals das Gleichgewicht bei Drehung der 
Ebene in sich selbst fordauert. 

Findet eine solche Fortdauer des Gleichgewichts statt, ohne dals 
man zwei Kräfte hinzuzufügen genöthigt ist, so ist der Angriflspunct jeder 
Kraft der Mittelpunet der jedesmal übrigen Kräfte. 

c) Der dritte Fall, wenn die Kräfte mit einem Paare gleiche Wir- 
kung haben, reducirt sich hier eben so, wie vorhin bei den parallelen 
Kräften, auf den vorhergehenden zweiten. 


C. System von Kräften im Raume überhaupt. 


Wir wollen hier zuerst die Sätze aufstellen, welche ein im Zu- 
stande des Gleichgewichts befindliches System betreilen. Es sind folgende: 
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a. 1) Zu zwei einander nicht parallelen Lagen eines Körpers lälst 
sich immer eine solche Richtung finden, dals der Körper durch Drehung 
um eine mit dieser Richtung parallele Axe aus der einen Lage in eine 
mit der andern parallele Lage gebracht werden kann; und wenn der Kör- 
per unter Einwirkung von Kräften, die beliebige Richtungen im Raume 
haben, in jeder dieser beiden Lagen im Gleichgewicht ist, so ist er es auch 
in jeder dritten, in welche er durch weitere Drehung um jene Axe und 
durch parallele Fortbewegung versetzt wird. 

Wenn das Gleichgewicht durch Drehung des Körpers um eine Axe 
nicht aufgehoben wird, so wollen wir die Axe eine Axe des Gleich- 
gewichts nennen. Jede mit einer solchen parallele Axe ist ebenfalls 
eine Axe des Gleichgewichts. — So ist es z.B. bei einem System paral- 
leler Kräfte, welche sich das Gleichgewicht halten, jede Gerade, ‚welche 
mit den Kräften parallel läuft. (Vergl. 4. b.) 


a. 2) Damit eine Axe des Körpers eine solche Gleichgewichts- 
axe sei, ist es nöthig und hinreichend, dafs, erstens, wenn die Kräfte und 
ihre Angriffspuncte auf eine die Axe rechtwinklig schneidende Ebene 
projieirt werden, das Gleichgewicht zwischen den projieirten Kräften bei 
der Drehung des Körpers um die Axe nicht aufhöre, und dafs zweitens 
die Projectionen der Kräfte auf Linien, welche man parallel mit der Axe 
durch die Angriffspuncte der Kräfte legt, für sich im Gleichgewicht sind *), 


a. 3) Sind bei einem System zwei einander nicht parallele Axen 
des Gleichgewichts vorhanden, so ist es auch noch jede dritte, welche, 
mit den beiden erstern, einer und derselben Ebene parallel läuft, 





*) Wird jede Kraft des Systems parallel mit drei Axen eines rechtwinkligen Coordina- 
tensystems in drei andere X, Y, Z zerlegt, und sind x, 9, z die Coordinaten des Angriffs- 
punctes der Kraft, so ist, wegen des vorausgesetzten Gleichgewichts: 

SYz—8Zy=0, ZZı— EX: =0, ISXy—LYao=0. 
Setzt man nun 
SY=23Zy=F, 3Zr=23X:=G6G, ZXy=232Yc-=H ud 
EYy+tF3Zı:=f, ZZ: 3X rg, SXıc+tL.Yym=h, 


2FGH-+-FFf+6Gg + HHh—fsh= 0 
die Bedingung, unter welcher das System eine Gleichgewichtsaxe hat. 

Wird diese Gleichung erfüllt, so ergeben sich die Cosinns p, g, r der Winkel, welche die 
Gleicbgewichtsaxe mit den Axen x, y, z bildet, darch Verbindung zweier der drei Gleichnngen : 
Gr+Hga=fp, Hp+Fr=zgqg, Fo+6r=hr, 

aus denen, wenn p, q, r sämmtlich eliminirt werden, jene Bedingungsgleichung bervorgeht. 


so ist 
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Hieraus ist leicht weiter zu folgern, dafs, wenn ein System drei 
Gleichgewichtsaxen hat, welche nicht einer und derselben Ebene parallel 
sind, auch jede vierte Axe eine solche ist, oder mit andern Worten: Ist 
ein Körper im Gleichgewicht, und wird dieses durch drei verschiedene 
Verrückungen des Körpers nicht aufgehoben, so dauert es im Allgemeinen 
auch nach jeder vierten Verrückung fort; oder noch anders ausgedrückt: 
Ist ein Körper in vier verschiedenen Lagen im Gleichgewicht, so ist er 
es im Allgemeinen auch in jeder fünften. 

ce. 4) Ein im Gleichgewicht befindliches System hat im Allgemei- 
nen keine Axe des Gleichgewichts. Indessen ist es immer möglich, zu 
den sich anfangs das Gleichgewicht haltenden Kräften zwei neue, einauder 
gleiche und direct entgegengesetzte, also das Gleichgewicht nicht störende 
Kräfte hinzuzufügen, welche eben so, wie die schon vorhandenen, auf 
bestimmte Puncte des Körpers, nach sich parallel bleibenden Richtungen 
wirken, und wodurch es geschieht, dafs der Körper eine Gleichgewichts- 
axe von gegebener Richtung erhält. 

Da die zwei neuen, sich das Gleichgewicht haltenden Kräfte bei 
Drehung des Körpers nicht mehr einander direct entgegengesetzt sind, 
sondern parallel werden und in ein Paar übergehen, so kann man den 
vorigen Satz auch also ausdrücken: 

Wird ein Körper, auf welchen mehrere sich das Gleichgewicht hal- 
tenden Kräfte wirken, um eine Axe gedreht, so hört das Gleichgewicht im 
Allgemeinen auf und die Wirkung der Kräfte reducirt sich auf die eines 
Paars, dessen Kräfte R und — R man eben so, wie die erstern Kräfte, 
auf zwei gewisse Puncte 4, B des Körpers mit unveränderter Richtung 
und Intensität wirkend, setzen kann. 

Dabei bleibt, wie in (#. 5.), der eine dieser Puncte 4, B und ihre 
Entfernung AB der Willkühr überlassen, indem durch die Beschaffenheit 
des Systems und die Richtung der Gleichgewichtsaxe nur die Richtung, mit 
welcher 4D parallel sein mufs, und das Product 4B.R bestimmt werden. 

ö. 1) Der zweite Fall, den wir jetzt in Betrachtung ziehen, ist der, 
wenn die auf den Körper wirkenden Kräfte nicht im Gleichgewicht sind, 
sondern nur durch Hinzufügung zweier neuen, nicht in einer Ebene liegenden 
Kräfte, ins Gleichgewicht gebracht werden können. Diese zwei Kräfte lassen 
sich nın immer, und auf unendlich viele Arten, so bestimmen, dafs ein, auch 
bei der Drehung um eine gegebene Axe fortdauerndes Gleichgewicht zu Wege 
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gebracht wird. Es lälst sich nämlich ein, durch die Beschaffenheit des 
Systems und die Lage der Drehungsaxe bestimmtes hyperbolisches Hyper- 
boloid angeben, von dessen zwei, die Fläche erzeugenden Geraden die eine 
die Eigenschaft besitzt, dals die Angriflspuncte der zwei Kräfte willkühr- 
lich in irgend einer der Lagen dieser Geraden genommen werden können. 

b. 2) Diezwei zu einem solchen Systeme hinzuzusetzenden Kräfte, 
damit dasselbe in’s Gleichgewicht komme, lassen sich, nebst ihren Angrills- 
puncten, entweder auf doppelte Weise, oder gar nicht, so bestimmen, dals 
die Gerade durch die beiden Angriflspuncte selbst eine Gleichgewichtsaxe 
wird,! und dafs daher, wenn man diese Axe unbeweglich und den Kör- 
per mit ihr fest verbunden annimmt, ein auch während der Drehung um 
die Axe dauerndes Gleichgewicht hervorgebracht wird, und ohne dals man 
zwei Kräfte hinzuzufügen nöthig hat; und dafs die Pressungen, welche die 
Axe erleidet, ihrer Richtung und Stärke nach, bei der Drehung unver- 
ändert bleiben. Eine solche Axe mag eine Hauptaxe des Gleichge- 


wichts heilsen. 


So geht z. B. bei einem Systeme von zwei Kräften, welche nicht 
in einer Ebene liegen, die eine der beiden HHauptaxen durch die zwei 
Angriflspuncte selbst; die andere ist auf der Ebene, welche mit beiden 
Kräften parallel läuft, normal und trifft diese Ebene in dem Mittelpuncte 
der auf sie projicirten Kräfte. Dasselbe gilt auch, wenn die zwei Kräfte 
einander nicht parallel, aber in derselben Ebene enthalten sind, und nicht 
blols die Drehungen der Ebene in sich selbst, (wie in 2), sondern auch 
alle übrigen Drehungen berücksichtigt werden. 

Auf solch ein einfaches System von nur zwei Kräften redueirt sich 
auch jedes andere, dessen Kräfte einer Ebene parallel sind, oder in einer 
Ebene selbst wirken. Dein zieht man in der Ebene zwei beliebige Gera- 
den @ und 2, zerlegt jede Kraft P des Systems, an ihrem Angriffspuncte, in 
zwei andere X und Y, welche diesen Geraden parallel sind, und bestimmt 
von den parallen Kräften X die Resultante, welche X, und den Mittel- 
punct, welcher 4 sei, und von den parallelen Kräften Y die Resultante 
Y, und den Mittelpunet B: so ist das System bei jeder Verrückung gleich- 
wirkend den aus 4 und B wirkenden Kräften X, und Y,, und hat folg- 
lich zwei Hauptaxen, von denen die eine die Verbindungslinie von A mit 
B ist und die andere die Ebene in dem Mittelpuncte der auf sie projicir- 
ten Kräfte X, und Y,, wenn sie nicht schon in der Ebene selbst liegen, 
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rechtwinklig schneidet. Da nun das System nicht mehr als zwei Haupt- 
axen haben kann, und gleichwohl die Geraden «@ und 5 in der Ebene ganz nach 
Willkühr gelegt werden können, so ziehen wir den merkwürdigen Schluls: 

a) Hat man ein System von Kräften, welche mit einer und der- 
selben Ebene parallel sind und sich weder das Gleichgewicht halten, noch 
mit einem Paare gleiche Wirkung haben, und zerlegt man jede Kraft an 
ihrem Angriflspuncte in zwei andere X und Y, welche parallel mit zwei 
sich schneidenden Geraden @ und 5 der Ebene sind: so sind der Mittel- 
punct der parallelen Kräfte X und der Mittelpunct der parallelen Kräfte X 
in einer von der Lage der Linien @ und 5 unabhängigen Geraden enthalten. 
Sie heilse die CGentrallinie des Systems. Oder mit andern Worten: 

Werden durch die Angriflspuncte parallel mit einer Ebene wirken- 
der Kräfte Parallelen mit irgend einer Geraden der Ebene gezogen, und 
auf diese Parallelen die Kräfte durch Parallelen mit irgend einer andern 
Geraden der Ebene projieirt: so ist der Ort des Mittelpuncts der projicir- 
ten Kräfte, wenn sie anders einen solchen haben, eine gerade Linie, — 
die Centrallinie. 

Dieser, auch ohne die vorhergehende Theorie leicht erweisliche 
Satz lälst sich auch auf ein System im Raume ausdehnen und lautet 
dann also: 

2) Hat man ein System von Kräften im Raume, welche sich we- 
der das Gleichgewicht halten, noch auf ein Paar reducirbar sind, und zer- 
legt man jede Kraft, an ihrem Angriflspuncte, parallel mit drei beliebigen 
Geraden «a, b, c, welche nicht einer und derselben Ebene parallel sind, in 
drei ändere Ä, Y und Z: so liegen der Mittelpunct der Kräfte X, der 
Mittelpunet der Y und der der Z in einer von der Lage der Geraden a, 
b, c wnabhängigen Ebene, welche die Gentralebene des Systems 
genaunt werde. Oder: 

Zieht man durch die Angriflspuucte nach beliebigen Richtungen im 
Raume wirkender Kräfte Parallelen mit irgend einer Geraden @ und pro- 
jieirt auf diese Parallelen die Kräfte durch Linien, welche einer beliebig 
angenommenen, die Gerade a schneidenden, Ebene parallel sind; so ist der 
Ort des Mittelpuncts der projieirten Kräfte, wenn anders ein solcher statt 
findet, eine Ebene, — die Centralebene, 

Haben die vorigen drei Geraden «, 5, c gegen die Centralebene 
eine solehe Lage, dals @ und d mit ihr parallel sind und c auf ihr nor- 
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mal steht, so liegen die Mittelpunete der Kräfte X und der Kräfte Y nach 
6) in einer bestimmten: Geraden, welche nach £) in der Centralebene 
selbst enthalten ist. Sie heilsen die Gentrallinie des Systems beliebig 
im Raume wirkender Kräfte. Wenn überdies, bei derselben Lage von 
a, 5, c gegen die Centralebene, die Gerade @ mit der Centrallinie parallel 
läuft und 5 auf @ normal ist, so wollen wir auf gleiche Weise den Mittel- 
punct der mit «@ parallelen Kräfte X, welcher nach « in die Centrallinie 
selbst fällt, den Centralpunct des Systems nennen. 

In Bezug auf die eben bestimmten Central- Punct, Linie und Ebene, 
haben nun die beiden Hauptaxen folgende merkwürdige Lage: 

b. 3) Die zwei Hauptaxen des Gleichgewichts, wenn solche an- 
ders möglich sind, und die Centrallinie des Systems, sind einer und der- 
seiben Ebene parallel. Die Puncte, in denen die zwei Hauptaxen die Cen- 
tralebene schneiden, liegen mit dem Centralpuncte in einer Geraden, und 
diese Gerade ist normal auf der Resultante aller Kräfte, wenn diese, paral- 
lel mit ihren Richtungen, an einen und denselben Punct getragen werden, 

c. 1) Wird ein System von Kräften im Raume, das eine einzelne 
Kraft zur Resultante hat, um eine Axe gedreht, so wird es im Allgemei- 
nen eben so, wie die bisher betrachteten Systeme, gleichwirkend mit zwei 
Kräften, die man mit unveränderter Intensität und Richtung auf zwei be- 
stimmte Puncte des Körpers wirkend setzen kann, und die nur in der 
anfänglichen Lage des Körpers und nach einer halben Umdrehung sich 
auf eine einzelne Kraft — auf die anfängliche Resultante — redukci- 
ren lassen. 

c. 2) Bei einem auf eine einzelne Kraft redueirbaren System im 
Raume sind die zwei Hauptaxen immer möglich. Es lassen sich nämlich 
zwei die Richtung dieser Kraft schneidende Axen angeben, von der Beschaf- 
fenheit, dafs wenn der Körper um die eine oder die andere Axe gedreht 
wird, das System nicht aufhört, sich auf eine einzige, mit der anfänglichen 
Resultante der Lage und Intensität nach identische Kraft zu reduciren; dals 
folglich, wenn der Körper, in dem Durchschnittspuncte der einen oder 
der andern Axe mit der Resultante befestigt wird, ein auch bei Drehung 
des Körpers um die bezügliche Axe fortdauerndes Gleichgewicht entsteht, 
und dals somit diese beiden Durchschnitte als wahrhafte Mittelpuncte des 
Systems, obwohl jeder nur rücksichtlich der Drehung um eine bestimmte 
Axe, betrachtet werden können. 


Crelle's Journal d. M. Bd.XVI. HR1. 2 
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Diese zwei Hauptaxen haben übrigens eine solche Lage, dals 1) ihre 
Projectionen auf eine die Resultante normal 'treffende Ebene, so wie 
2) ihre Projeetionen auf die Geutralebene sich rechtwinklig schneiden ; dafs 
3) eine mit den beiden Axen parallele Ebene zugleich der Centrallinie 
parallel ist, und dafs 4) die zwei Puncte, in denen die Gentralebene von 
den Axen getroflen wird, mit dem Centralpuncte in einer Geraden liegen, 
welche 5) mit der Resultante rechte Winkel bildet. 

d) Ein System im Raume, welches auf ein Paar reducirbar ist, 
hat im Allgemeinen keine Hauptaxen. Sind aber dergleichen vorhanden, 
so sind sie es in unendlicher Zahl, indem dann jede mit einer gewissen 
Richtung parallele Axe eine Hauptaxe abgiebt. 

Zum Schlusse noch folgende Bemerkung. Wird ein Körper, auf 
welchen Kräfte wirken, an einer unbeweglichen Axe befestigt, und soll 
er bei Drehung um die Axe fortwährend im Gleichgewicht sein; wird 
aber nicht zugleich gefordert, dals die Axe, wie eine Hauptaxe des Gleich- 
gewichts, während der Drehung einen seiner Richtung und Intensität nach 
unveränderlichen Druck erleide: so kann, wenn die Krüfte auf eine 
einzelne Kraft, oder auf zwei nicht in einer Ebene liegende Kräfte redu- 
eirbar sind, die Axe jeder gegebenen Richtung parallel sein. Man proji- 
cire nämlich die Kräfte auf eine die gegebene Richtung rechtwinklig schnei- 
dende Ebene, und bestimme von den projieirten Kräften den Mittelpunct 
(B. a.), so wird eine durch letztern mit der Richtung parallel gelegte Axe 
die verlangte Eigenschaft besitzen. Eine Ausnahme bievon macht der Fall, 
wenn die Kräfte eine einzelne Kraft zur Resultante haben, die Axe mit 
der Resultaute parallel sein soll, und wenn nicht von den, auf eine die 
Resultaute rechtwinklig schneidende Ebene, projieirten Kräften der Angriffs- 
punct einer jeden der Mittelpunet der jedesmal übrigen ist. Wird aber 
letztere Bedingung erfüllt, so kann hinwiederum jede mit der Resultante 
parallelle Gerade zu der in Rede stehenden Axe genommen werden. 
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2. 
Sur les developpement des coefficiens differentiels 
d’une fonction au moyen de ses differences finies, 
et receiproquement. 


(Par Mr. R. Lobatto, Docteur en sciences a la Haye. ) 





1. 


En representant par 4 une fonction quelconque de la variable x, on aura 
d’apres le calcul aux diffErences finies, et dans Ubypothese Axr— 1, les 


deux formules gen£rales, 
1. d’u nr Autf, ERABEEREARN ER a 


dx’ 
„dt 3 #4 


: d’u d’+!u 
R Ä u da’ U dat tg? pe +0 dat3 + etc. 


ol Ar As-ÄAzer., Areale. ., designent des a constans dont 





les valeurs dependent seulement de lindice r. 
On sait d’ailleurs que les coefhieiens de la premiere” serie s’accordent 


avec ceux du developpement [log (1+2)]’, et ceux de la seconde serie 
avec les coefficiens du developpement (e’— 1)"; analogie qui a donne lieu 
aux deux expressions suivantes dues au c@lebre Lagrange: 


d’u m 
ern — [log (1 “> Au)] » 


Sum (e® — 1) 
n ny 


dy 
en observant de changer dans leurs d@veloppement (Az), Fr, A”u et Zar 








Quelques elegantes que soient ces deux dernieres formules, on ne 
peut les considerer cependant, que comme un moyen d’enoncer sous une 
forme simplifice les deux series (1.) et (2.) et elles ne paroissent nullement 
propres ü faire connaitre la dependance des termes successils dont la loi 
est d’autant moins facile A saisir, que ces termes proviennent du develop- 
pement d’une serie infinie elevee a une puissance donnde. 

On pourrait done desirer un procdd& pour deriver facilement les 


uns des autres les coefficiens numeriques de chacune des series dont il 
2 2, 
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, > A . [4 . . , 
s’agit, sans ötre oblige de recourir aux formules prolixes de lanalyse com- 
binatoire servant au developpement d’un polynome. Un tel proc&ed& rem- 
. . » u . ye » .y tr 
plirait une lacune qui semble exister jusqu’iei dans le calcul aux differen- 
ces finies. En effet Euler est le seul g&ometre qui s’en soit occup&; mais 
ses recherches ne concernent que les coefficiens &,.4,.... du developpe- 
ment de A’u*). 
2 

La route que nous avons suivie pour y parvenir, nous a paru assez 
naturelle, et pourra peut &tre s’appliquer avec succes a des fonctions d’un 
d’autre genre. 

Soit u„, ee que devient la fonction v, si l!’on y change x en zn; 
le caleul aux differences finies fournit la serie connue 


2 
Au PETE A + ee, 


Mais on a en m@me temps, en vertu de la formule de Taylor, 
d’u 


du n? n?’ d’u 
4, un = u-Jtn 7, 1 772: #55: + .... 


da’? 


EB 





3. u„ = u+-nAu4+ —— 











Ces deux series devant £tre ber on pourrait, en developpant la 
premiere suivant les puissances de z, etla comparant ensuite ü la seconde, 
en deduire les relations qui existent entre les coefliciens differentiels des 
divers ordres et les differences finies de la fonction v. Mais ce procedde, 
employ& jusqu’ici par les geometres, exige n@cessairement des calculs assez 
compliques, sans qu'il puisse conduire facilement ü decouvrir la loi que 
nous cherchons. C'est pour cela que nous allons proposer a cet effet la 


methode suivante, 
3, 
Designons par P,, le coefficient de A”u dans la serie (3.) et par 
‚ P2, PS) ete., les valeurs de ses coeiliciens differentiels successifs pris 

Bir rapport ü n, et en y supposant ensuite 2=0. 

Si l’on differencie dans ce sens, la serie 

„= u+P,Au+P,AMu-+P,A’u-tetc. 

in __ du 
dan “dar? 
u, Au, A?u .... sont des fonctions de x seulement, 


il viendra, en observant qu’alors et que les quantites 





*) YVoyez les Institut. calc. diff. Pars post. Cap II. 
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du a) YNm A2 VA3 Xu AA 
Pi Au+-P’Au+P: AMu+P”Aru+ eto, 








dx 
d®u _1-n P3 A? P2 A? P23 x4 
zz ‚NS u+P’Au+P”Atu-+ete. 
d? U Jg AZ \ 
Br 3A IN AL 
35: PEN u+P)”Atutete. 
etc. | etc. 


Et Yon pourra poser generalement l’&quation 


d’u an ar 
— Pr X' In) Artı N) Art 
5. Zn P’’Nu+P),A u+P/,,A ut etc, 


Or, puisque le coeffieient general P, indique une fonction rationnelle de z, 
du degre r, il resulte de la composition de cette fonction, qu’on aura tou- 
jours P" = 1, ce qui explique en m&me temps pourquoi la formule pre- 
eödente ne peut contenir des differences d’un ordre inferieur au r”"*, 





4. 

Il s’agit maintenant de rechercher la dependance mutuelle des coef- 
ficiens P}). A cet eflet nous remarquerons d’abord que la nature de la 
{onction P,, donne lieu ü la relation 

pP BRFER Iunsı... In t) pP 


m ” 
m m—i 9 





d'ou lon deduit par des diflErentiations successives par rapport ün: 























af 1 n—m-i dP 
= —P — 
dn Be + m - dam 
d* Pan zu 2 dt „amt d? A 
dn* m" dn m " dn* ? 
d’Pm __ 3 d* Pıı u n—m-I1i d’P„-ı 
dn? " m" dn? m * dn?’ 
etc. etc. 


Faisons 2=0 dans chacune des relations prec@dentes. Cette hy- 
pothese reduira P„_, a zero, et l’on obtiendra, d’apres la notation adoptee: 


(mr P®+(m—1)PV = 0, 
6. mPn + (m—1)P9 = 2P® , 
ImP® + (m—1) PD, = 3P®, 


d’ou Yon conelut generalement P&quation: 
7. mP? +(m—-1)P9, = rPr-i, 


m—L 


Si l’on fait attention que P, on deduira de suite de la premiere des “qua- 











14 2, Lobatto, differences finies et diff@rentielles. 


tions (6.), nP) = #1 ou bien P3 — F& selon que n est pair ou 


impair, de sorte que l’on pourra &crire P' -_ (—1)"', 
Au moyen de cette derniere yaleur, J’&quation (5.) fournit imme- 
diatement le developpement connu 
1 2 
Fr = Au—;3Au+3Au—z7N'u+ etc. 
3. 


Pour r@soudre la seconde des &quations (6.), changeons y successi- 


‘ 


vement zn, en m—1, m—2? etc.; nous en tirerons les relations suivantes: 
®) i Y)_ = 2PW 
mp) +t(m—1)P}, = 2P%,, 


(m —1)F2 , +(m—2)P@, = 2P®,, 
(m—2)P}_ ,+(m—3)P® = 2P® , 


etc, etc, 
d’ou l’on derive sans peine par des additions et des soustractions 
2) X[PD __PW © — nu) 
mP) = 2[P P +-P —...+P/]; 


m—l m—? m-—3 
s ’ 1 
ou bien, en vertu de l’equation P? = — (— 1)”"7!, 
. m m 


aa hin Lie | 
pP? = +— [PP +P®+P®+....P®_] 


m m—1 


selon que 72 est pair ou impair. 
Par un proc@de semblable on deduira de la troisieme des &qua- 


tions (6.), la relation 


— ia - y2) (2 (2) 
ern er +rt P] 


m 


selon que m est pair ou impair. Il est ais@ maintenant d’entrevoir que 


l’“quation (7.) conduira ü la relation generale 
Hr) im _TPo-1) (r—1) Kr—1 r—1 
8. PO — + [PD PP + ....Pizb]. 
6. 


Cette derniere r@lation va nous fourzir un moyen assez simple pour 


Be > ” d’u r 
deriver les coefficiens du developpement de 1 de ceux qui se rapportent 


Da 


u 
” Eu 
prendre la somme de ces derniers coefhiciens jJusqu’au terme A”!u in- 


En eflet, il ne s’agira que de 





au developpement precedent de 


celusivement, sans avoir @gard aux signes qui les affectent; de multiplier 
ensuite cette somme par lindice ” du coefficient differentiel, et de diviser 
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le produit par le nombre 2 indiquant Yordre de la difference finie Au, 
auquel chaque coefficient se rapporte. Ayant determind de cette maniere 
les divers coefficiens, il faudra leur donner alternativement le signe + et 
— dä commencer du premier. Le calcul de leurs valeurs numeriques 

A d’ .N\ \ 4 li ü 2 ‘di IM . 5 
pourra s’effectuer d’une maniere tres reguliere et assez expeditive, ainsi 
qu’on va le voir dans le type suivant que nous joignons ici pour faire 
mieux comprendre l’application de la formule (8.) 


m—1 23 4 5 6 etc. 


\’ 












du 








Coefficiens de 2 3373 73 3 + et. 
EEE ee 
ee 
ı 2 33 3 7; et. 
IL NO En. ı 6 Te anne Es fe 
Ei 
rc ee 
Re ” & er wer Sa Br Bu 
1 3 = etc. 
5 
ee . I r h A 3 = etc. 
Fi 1 3 etc 
er. ni a er ur ee 1 53 etc 


La premiere ligne horizontale contient la serie des indices de Au; la 


d 


nd u ..\ 
seconde, les coefliciens du developpement de -—.; la troisicme, la somme 


de ces coefficiens; la 4quatrieme, les produits de chaque somme par la frac- 


2 ” - . . . P# ” 
tion —; et ainsi de suite, conformement ä la regle proserite par l’equation (8.). 
m 


T. 


Remarquons encore que l’Equation ‚(7.), abstraction faite des signes 
qui affectent les coefficiens de chaque developpement, pourra s’ecrire sous 
la forme suivante: 

em) = (mn PL, Hr 
et indique par consequent un moyen de deduire un coefficient quelconque 


de celui qui le pr&ec&de immediatement dans la mäme serie, et de celui 

. x - Fe d’-iu Tr . . 

qui correspond a ce dernier dans la serie pour ——. est ainsı par ex. 
da 
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® 7 d’u . 
que le eoeflicient de A’u dans „—; , aurait pu ©fre obtenu par la formule 


E 15 u 37 u IE GE an. Zu 

le +7 +3X 1 ae rıı 5 = 5 
ce qui s’accorde ayec le resultat donne par le premier proc&de. Cependant 
nous croyons devoir pref@rer celui-ci, comme donnant lieu a des calculs 


plus simples. 


A laide des valeurs numeriques que nous venons de trouver; on 
aura par consöquent les series suivantes, pour le developpement des coef- 
ficiens differentiels des divers ordres, en fonctions de differences finies: 


du _ EA? ı A3 ı ı4 ı A5 I 6 

d? ? % „ ) 

ri — Nu— Aut+!llNu— 3Au4+1372Au— etc, 

a — Du—3 Au+34Au— zAMu+tetce, 

ax? 

d* u 5 7 Ab 

ax” 

d’ u 5 s 6 

I un Du— 34’ u-tecte, 
8. 


Ces formules sont susceptibles d’une application utile, dans le cal- 
cul des interpolations. Etant donnes les +1 termes w,.u,.u,....u, d’une 
serie dont les dilförences 2'“"® sont constanfes: on demande l’expression 
du terme general v,, developpe suivant les puissances de x. Apres avoir 
evalu“ de la maniere ordinaire les differences suceessives Au,. A?u,. A? gr 
‚..A”u,, le terme general s’exprimera, comme l’on sait, par la formule 





r Ir (ae -— 1) b) 
u. = wtrrAwr 5m Au tete, 
Soit a present 
u, = oa 4-Pr+yat+öxrter’+ etc, 
il ne s’agira que d’obtenir les valeurs des coefficiens «, ß, Yr ...«. en fonc- 
tions des differences finies. A cet eflet le theoreme de Maclaurin donne: 


& nn m 1; ß — dur VA um 4 d’ x 6 — x d’ux 
RE da? 2 "da* 1.2" da? 


en supposant x = 0 apres les diflerentiations. Donc en appliquant la 


a % x ’» ı7 A PR 
möme bypothese ü nos formules precedentes, elles donnerons immedia- 
temen!t 
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u = U, 

P=AuNu+32u— 4A w+ A w— etc, 

y= VA tt Au — A’ u, etc., 
Da +: Nu, — 3 Aw4+,7 A w— ete., 
‘= | + 2, Au — 77 A’u,-+ etc,, 
etc. etc. 


Il est ais& de remarquer que dans chacun de ces developpemens le 
coefficient du terme A” u, s’obtient directement en divisant par lindice n, 
la söomme des coefficiens de la serie pr&cedente jusqu’äa celui qui aflfecte 
le terme A”'u, inclusivement; ainsi que cela resulte d’ailleurs de l’C- 
quation (8.). 

Le developpement d’une fonction u, d’apres les puissances de 


offrira le plus souvent plus de facilit@ dans le calcul d’interpolation, que 


x.(2—1).. (mtl), 


celui dont le terme general s’exprime par x y“ 
5 ....n 








surtout lorsque les valeurs des coefficiens constans deviennent tres petites, 
et qu’on peut en outre negliger les termes qu'ils aflectent pour des valeurs 
de x comprises entre OÖ et 1. 

9. 

Occupons nous ä present du probläme inverse, ou il s’agit d’ex- 
primer la quantit@ A’u, en fonction des coefficiens dillerentiels. Nous 
suivrons a cet effet ä peu pres la m&me route. 

La serie 


du n® d’u n? d’u 
ze £ n — — — C 
Un ' u 1 1373° dx ; tete 


donne, en y supposant Ar=1, ve 
du d’u d’ u 
ve. A {n? a 
Su = +3& (7 ) y; 2,2 an 2) ds? + etc. 
































dx dx 
d’ou lon derive successirement 
7? u 1 R 
e — ıN?(n}: — A? (n?) 
A U, 2 (rt) dx* + 2.3 
1 d’u 1 
3 Ben A3 {23 % e f 
en =55& (ra) 5 334 ESTER 
et en general 
1 7+ 
ur = A’ (n a nr! etc Ce 
Fe >4 FOR r I +55 en F m te 


Si dans la serie MEPPEN on pose 2 =(, ce qui in Au, en Au, 
et que lon designe la valeur que prend alors A’(n") par 2’(0"), il en 
Crelie's Journa! d. M. Bd. XVI. Hit. 1. 3 
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’ ’ rs 
resultera la nouvelle serie 


l 


x d’u 1 
Ar — ir a Welches r r+1 i 
a ei rn Fi m tete 


qui est Ja m@me que celle donnee par le Geometre LE Mr. Brinkley, 
et dont on trouve une d@monstration dans le 3"" volume de louvrage de 
Mr. Lacroix (pag. 64). Ou vois comment elle d&coule immediatement 
de la formule de Taylor. 

Le eoeflic‘«nt du premier terme de cette serie sera toujours egal 
a lunite, puisqu’on a, en vertu de la theorie des differences finies: 

DE ri 

Quant aux valeurs des coeffliciens suivans, nous les obtiendrons facilement 
en recherchant la dependance qui existe entre eux et les coefleiens de 











® ® \ A vum 
la serie relative a A’!u. 


10. 

A cet effet soit 7" =P,„, done P„=nP,„-ı. Prenant les diffe- 
rences finies de cette derniere @quation, il viendra, en supposant Ar —=1, 
AP, P„ı t+(r +1) A Pa-ı> 
AP) = ?AP, mtr + 9A Pi; 

LP, = 3 MP, t+(n+3)2P,_, 


\ | 


et en general 
AP. = rAnt'Paat(r +r) A’ Pu 


Appelons p,;, la valeur de A’P,„, dans ’hypothese de z=0, nous trou- 
verons alors la relation tres ehe 
(r—1) 


9, Pi PIE + PS: h) 
d’oü l’on voit 6 ie Zn ee 
ou lon volt commen e Coellicien ee 





peut - tre deduit 


de celui qui le precede immediatement, et de celıi qui correspond ä ce 


1; 


dernier dans le developpement de A 
Faisant r == 1, l’&quation (9.) ET a cause de p&_, =0, 
pp, , da We’ =i. 
Si l’on fait successivement r—=?, 3 etc., nous trouverons 
Pm = hu + P2. = 21+2? +” +... 79) = 27 —2, 
eye tree tr: + 3°’ ps + eto.]; 


m 
et l’on aura en 
HE +...) 


(rl) 


serie qui ne devra ätre prolongee que jusg’au terme pP" =1.2....r—1, 
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puisque celui-ci &tant ind&pendant de 2, ne pourra plus admettre aucune 
difference finie par rapport ü cette variable. La dernicre formule &nonce 
par consequent un moyen d’obtenir chaque coefficient du developpement 
de A’u, äl’aide de ceux qui le pr&c&dent dans le developpement de A’! u, 
Toutefois, ce mode de derivation exigeant des calculs qui deviennent plus 
prolixes a mesure que lindice r augmente de valeur, nous croyons devoir 
preferer celui r&sultant de l’e&quation generale (9.), et qui revient ü ajouter 
le coefficient pr&cedent a celui qui y correspond dans la serie relative A 
r—1, et ä multiplier ensuite cette somme par l'indice r. Voici un type 
de calcul pour l’@valuation numerique de quelques uns de ces ceefliciens, 
et base sur l’&quation (9.) 





RE GE m u’ h) 6 etc. 

CoefGeiens pour r=1... 11171 1 1 etc. 
air u DE Te 62 etc. 

FG u B- 540 etc. 

WE a a 5 A ZU DER 

+ rer Pr . 120 1800 etc. 

WU 2 eh hr . IR0 etc. 


Chaque coefficient devant Ötre divise par le produit 1.2.3....n, il een 
resultera les formules suivantes: 





























Au U, te Het to ge tete, 
we. + Dt get Tat warten 
a 4 Fi m Sr —+ 2. + + 7. +ete, 
Anti we re A ie, 
BE ie A a ie + 3. + eo. 


un 





» . . ’ ’ fr . 
On peut aussi exprimer la valeur du coefficient general — Pi, di- 


rectement en fonction de p et m. Pour cela remarquons qu’en vertu de 
l equation iE 

Au= («= 1), 
ce coefficient est le m&me que celui qui affecte D” man le developpe- 
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[7 


ment du binome (e—1)”. Or puisque le coefficient de D” dans la serie 


ın 


de 


rer HT tl 


‚il n’est pas difficile d’en conclure 





e’, a pour valeur 


r 


# * . d UL n 
Les series obtenues ci-dessus pour les valeurs de zz et Z’u sup- 


posent toutes les deux l’accroissement Ax=1. Mais si l’on avait Ar =, 
ces series deviendroient evidemment les suivantes: 


ANY e- da 
1a‘ "= NAu+t PA, Artty 4 De Nut etc., 
d’u „n du h’+1 a dr u h’+? 


Nr (> =, - IC. 
Gm um h + Pihs da’tı’2.3. Er Pragr 2.3....(r+2) + etc 














La Haye, Fevrier 1836. 
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3. 


Uber Lamberts Theorem von der Quadratur pa 
holischer Sectoren, und verwandte Sätze. 


(Vom Herrn Professor Dr. Grunert zu Greifswalde,) 


.. 


ad= 





u 3: 


Liamberts merkwürdiges Theorem von der Quadratur parabolischer 
Sectoren (dessen erste Erfindung jedoch, wie Gauls in der Z'heoria mo- 
tus corporum coelestium, p. 119, nachgewiesen hat, eigentlich Euler ge- 
bührt), von dem Olbers in seiner Abhandlung über die leichteste und 
bequemste Methode, die Bahn eines Cometen aus einigen Beobachtungen 
zu berechnen, die in den Händen eines jeden Astronomen ist, eine so schöne 
Anwendung bei der Berechnung der Cometenbahnen gemacht hat, scheint 
in der Astronomie bekannter zu sein, wie in der Geometrie, und ist, auf- 


fallend genug, noch in keins unserer Lehrbücher der Kegelschnitte oder 


der analytischen Geometrie übergegangen. Es möchte daher nicht un- 


zweckmälsig sein, dasselbe den Geometern hier wieder in’s Gedächtnils 
zurückzurufen. Es sind dazu die folgenden Blätter bestimmt, welche, aulser 
einer eigenthümlichen Demonstration des mehr erwähnten merk würdigen 
Theorems, einen nicht minder merkwürdigen Satz über die Quadratur para- 
bolischer Segmente und mehrere andere neue Ausdrücke enthalten werden. 
6 2. 
Als Gleichung der Parabel legen wir die Gleichung 
y’=4hax 

zum Grunde, wo also 4a den vierfachen Parameter bezeichnet; denken 
uns die Vectoren eg, e° zweier beliebigen Puncte P, P’ der Parabel, deren 
Coordinaten wir durch x, y und x’, y’ bezeichnen, und die Sehne PP’ = 
als gegeben, und suchen nun zunächst @, x, x’ durch diese gegebenen 
Stücke auszudrücken. 

Da bekamtliche=a+x, !=a-+x‘, eg —o—=x’—x, und offenbar 

"= (rg) 
ist; so haben wir, wenn wir der Kürze wegen 
Ve—yz=X, YVatya=XX 
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setzen und Yx, Yx’ als positif oder negativ betrachten, je nachdem re- 
spective y, y’ positiv oder negativ sind, die Gleichungen: 

= (e — 6)" +-40.X, e’— == IX’, 
Nimmt man nun zu diesen Gleichungen noch die Gleichung 

X=yYl—a)—yY(e—a), 

wo Y(e—e) und Y(e'—.a) als positiv oder negativ zu betrachten sind, je 
nachdem p, eg’ respective auf der Seite der positiven oder negativen Ordi- 
naten liegen: so hat man zwischen a, x, x’ drei Gleichungen, mittelst 
welcher sich diese Grölsen durch die gegebenen Grölsen g, g‘, 7 ausdrük- 


ken lassen müssen. 


Setzt man der Kürze wegen 
Pr | ar RAR u? 
Preeiz tt. — 5, X == £; 
so iste=!sz, und folglich 
nz Di I - f ww. 
Am vyW—aEs2)—VE—452), 
oder, wenn man gi heiten EHRE mit X MREHEREG 
Macht man diese Fach oz so az een Kell leichter Rechnung: 
PR! +ds+t= 0, 
und, wenn man diese Gleichung auflöst ; 
1 co? 


x —— | u r 
z e+etYV (ke +o)?—o')' 


oder, wenn man im Zähler und Nenner mit 


e+etvled+to’—e] 





multiplieirt : 
x: 


Herr + ei], 
I re er. 


vo nun noch die Bestimmung Fe Vorzeichen nöthig ist. 


| 
N 


ro“ 


Dabei hat man zwei Fälle zu unterscheiden. Liegen nämlich zu- 
et nd in R a £ af . 
erst po, e' auf einer Seite der Axe, so haben Y(o—a), Vv(e—a) gleiche 
Vorzeichen, und es ist folglich, weil 
A = ve—a)—ylw—a), 
R' - PRPREBTENNG / PN. ‘) r / Eur \ / dio N 
Ara LEFTR 7} 
ist, oflenbar ie diesem Falle 


A<eoi+ 0. 


Iu obigen Formeln sind also die obern Zeichen zu nehmen. 
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Liegen dagegen e, e auf verschiedenen Seiten der Axe der Parabel, 
so smd Y(e—a), Y(e‘—.a) mit entgegengesetzten Vorzeichen zu nehmen, 
und es ist folglich x<y e 
je nachdem 

(ea) (ea) Se’, 
oder, wie man nach leichter Rechnung findet, je nachdem 
En 
e+e 7 
ist. Man muls also in den oben für X? und X‘ gefundenen Ausdrücken 
die obern oder untern Zeichen nehmen, je nachdem 


eo < 
e+e >” 
ist. Indefs läfst sich dieses Criterium auch noch auf einen andern Aus- 
druck bringen. Zieht man nämlich in Fig. 1. (Taf. 1.) durch den Focus F 
der Parabel die Sehne PP’ und setzt FP=e, FP'=p'; so ist 
FP':FP = P'O:PQ, 


also auch | 
1 my’ —tdar:star—r:n, 
er 
0 o'? 20? — e—a:0—a; 
woraus sich leicht 
ei: .. 
e+0 


ergiebt; welche Gleichung also Statt findet, wenn die beiden Vectoren 2, e‘, 
vom Focus aus, entgegengesetzt, in einer geraden Linie liegen. Bewegt 
sich nun /P=g nach #4 hin, ohne FA zu überschreiten, so wird e klei- 
ner: bei der Bewegung nach der entgegengesetzten Seite hin, dagegen 
grölser. Ist aber eS e', so ist 
erteer Sp’etden 
rt See@trn, ug: 

d. i. nach dem Vorhergehenden : 

En A 

tr > 
Bewegt sich also FP=e nach FA, oder nach der entgegengesetzten Seite 
bin, ohne im ersten Falle FA zu überschreiten; so ist respective 


e'E 0’0 
w’; d ——ı_ a. 
< un Ew » 

















24 3. Grunert, üb. I.amberts Theorem v. d. OQuadratur parabol. Sectoren u. ver. Sätze, 


Im ersten Falle ist der von g und g° nach der Seite des Scheitels der Pa- 
rabel hin eingeschlossene Winkel < 180°, im zweiten dagegen >180°, 
und es ist folglich, wenn g, e‘ auf entgegengesetzten Seiten der Axe der 


Parabel liegen, 
o' 0 'o ! 

rien Ude Z Thale 

je nachdem der in Rede stehende Winkel <180°, —= 180°, >180° ist. 
Liegen also g, eg’ auf verschiedenen Seiten der Axe der Parabel, so muls 
man in den oben für X? und X gefundenen Ausdrücken die obern oder 
untern Zeichen nehmen, je nachdem der mehr erwähnte Winkel < 180° 
oder > 150° ist. Ist dieser Winkel = 180°, so ist eg’ +e= 0, und man 
kann folglich in diesem Falle beliebig die obern oder untern Zeichen nehmen. 


< 





Fassen wir nun dieses Alles nochmals zusammen, so ist 
ae 0 eHRFreEHD—-FT 
4 O0 —20 iz / \2 2 
 - ? — ( ) .to+ot v le+e”—o]};, 


0 





mit der Bestimmung, dals, wenn g, 0° auf einer Seite der Axe der Pa- 
rabel liegen, jederzeit die obern Zeichen, wenn aber £, eg‘ auf verschie- 
denen Seiten der Axe liegen, die obern oder untern Zeichen zu nehmen 
sind, je nachdem der von £, £‘, nach der Seite des Scheitels der Parabel 
hin, eingeschlossene Winkel < oder > 180° ist; wobei man aber die 
oben wegen der Zeichen von Yx und Y x’ gegebene Bestimmung zugleich 
zu beachten hat. 
Da nach dem Obigen 





$ 
ist; so ist, unter denselben Bedingungen wegen der Zeichen: 
o: — (0'— 0)? o* — (e'’— 0)? w ® 
Mn ann. eisen en "TREE ER > Er of \2 273% 
ne o’+ oFYV (o'+e)’— o* 0° ıE retylfe +0) nn ]}« 


Lassen wir nun im Folgenden, gröfserer Einfachheit und Bestimmtheit 
wegen, g‘ immer den Radius-yector bedeuten, welcher, mit Rücksicht auf 
deren Vorzeichen, der gröfsten Ordinate entspricht; so ist 

x= vietervle+’—e]); 

x —yrle+er/rle+—e]}; 
unter der Bedingung, dals die Wurzelgrölßsen auf der rechten Seite des 
Gleichheitszeichens stets als positiv betrachtet werden, da im Gegentheil 
die oben wegen der Zeichen von Yx und yYx, gegebenen Bestimmungen 
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x =.) 


auch hier ihre volle Gültigkeit behalten, so dafs nämlich diese Wurzel- 
gröfsen als positiv oder negativ betrachtet werden, je nachdem die den 
Abseissen x und x’ entsprechenden Vectoren £ und o‘ auf der Seite der 
positiven oder auf der Seite der negativen Ordinaten liegen. 

Aus den gefundenen Ausdrücken ergiebt sich ferner auf der Stelle: 


eu 2 2 u. ‚ \a 

ya = — ve ter vH vie terre +ti— N, 

0! — 0 ‚4 a ut P \2 ) 

— ve tervle to trVieteFrvl@+O—e]). 
Alle diese Ausdrücke lassen sich aber auf verschiedene merk wür- 

dige Arten umgestalten, von denen wir nun die wichtigsten kennen ler- 

nen wollen. 








= 
Setzt man nämlich 
vetetvl@+to—r} =vrtVH 
quadrirt und vergleicht die rationalen und irrationalen Theile auf beiden 
Seiten des Gleichheitszeichens mit einander; so ergiebt sich 
ptr=d+% 1 ee A el Ze A 
also 7—y=r, und folglich 


e+e+0 
rer, 








u u 
PER en 2 3 


also 








“__,.m —_ yYeter+o +o—o 
viet+esvie+gt—e = VEHRTe a yeteze, 
Durch Anwendung dieser Transformation ergiebt sich: 
Fri e+0e+0 — 1/0 +0 — 0 
ne V 2 7 y* 2 ’ 
_ 20 fı/e +e+0 e+0—0 
X EV ya, 
fm — det ygHetT , ed —eHte ıfe'te—e 
ge 6 Y 2 = G V Halle 


äh, 
V OÖ 


























. 


re ehe ygteote | 0-08 ehe —T, 
ala 0 1 2 z 0 V 2 j 


Ausdrücke, welche wegen ihrer Symmetrie merkwürdig sind, 
Für « erhält man leicht aus $. 2, 
au LESER IE- FEN 
je +e+° -— Er uam 
es ur, 2 
vIe—etie—etnlfife tete | Yete-° 
0 (y 2 4 Y 2 | 

















Crelle’s Journal d. M. Bd. XVI. Ht.1. 4 
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Multiplieirt man diese beiden Ausdrücke von QyY a mit einander, so 


ergiebt sich: 
’ kur \r V.(e+e+o),tY (e'+0e— 0) 
4a0 = (!—o-+r)(o—p = . 
ER A ki tag Be V(e+e+te)+V (e+E— 0) 
Berechnet man den Hülfswinkel © aus der Formel 
ee — eo, 
0 +0+0’ 


daoe = (—e+0)@—e’+o)tang (45° +9): 
eine zur numerischen Berechnung von @ aus 0, 0‘, @ mittelst der Loga- 
rithmen sehr bequeme Formel. Man könnte auch den Hülfswinkelt «b aus 





tan 9 = 


so wird 





der Formel 
. 00 —( 
sind = /° un Ar 
0 '+0+0 
berechnen, und würde dann erhalten: 


4ao = (!—p+e)(e—o'+r)tang (HI +3 Y). 


Berechnet man nebst dem Winkel © noch den Winkel © aus der 

















Formel 
/ —0o-+60 
no mu I 2.2 eo 
ta so 0 —0—0’ 
so wird 
fa’ . Fre /eKer cos (p’ + 
” 0) 2 cos (p cos p'? 
Yfı' A: Cr tee: en. sin (gp‘ EN, 
> O 2 cos sin p' 


Die Berechnung der beiden Hülfswinkel 9 und 2° führt also mittelst loga- 


4 


rithmischer Rechnung sehr leicht zu den Werthen von a, x, x’. 


$. 4. 
Da o, 0‘, @ gegeben sind und folglich auch die drei Winkel des von 


diesen Seiten eingeschlossenen Dreiecks als gegeben betrachtet werden 


können; so wollen wir diese Winkel, so wie sie den obigen Seiten ge- 


genüberstehen, respective durch 7, 7°, 5 bezeichnen und dieselben num 
in die Ausdrücke von x, x’, @ einführen, indem wir zugleich bemerken, 


dals, weil 
Y+V'+S = 180° 


ist, wie leicht bewiesen werden kann, 
sn’ +sin7'+sin$ = 4c03s47 cos! 7’ cost, 
sin / + sin”’— sin$ = 4 sin 37 sin 7’ cos3 S 


ist, 
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Aus $. 2. hat man auch leicht 
x. Ze+eFYl@+o’—o°] 
 ylketerVi@+9Q?’—er];’ 


x' —o i 
vle+eFVvie+o?’—e:]}’ 








folslich 
’ 29 + V {oe + 0)? — 0°] 


2yx peu vee 77.673716 +07 — 0]? 
TEN eV EHI — er] 
-. veeteFVvTe+t®=e] 
Aber nach bekannten trigonometrischen Sätzen ist 
20 0% 0045 = Ye ++) (e + —o)] = VIE +00]; 
folglich 














Yx An ve Set 0): cos 28 
ni Vle+e# 2 (o’o)$cos45] ? 
Va —erieol em: 
Vlo+ o+2(o'o/%cos3S] ’ 
und eben so, weil 


ee ienrseylctli— lee +ol=yYI— (e— 0} 








ist: 
(o’o sin LS 


dee Vle+oe+2(e "o)bcoszS]" 





Setzt man 
2 (o’ 0)% cos} S 


ere 
so erhält man die merkwürdigen Formeln: 
2e tor. ya = 2% (ef — o)sec (45° +30)—(e'+p)sin(45°F30), 
X +ot.vae = Til —o)sec(45° +30) + %(e+o)sin(45°F50), 
2e+et;yve = 2 o)sinzSssec(45° +30), 
+. yve—yva) = %le'+epsin(45°F30), 
e+e%.y(e+yVx) = T%leg'+e)sec(45° +39). 
Will man « aus g, eo‘, $ berechnen, so hat man 
oe = ("+ 0—2p'p cos, 
und folglich, wie sich leicht findet: 
= (g’+p) c0s®, 


$. 3% 
Aus dem vorhergehenden Paragraphen folgt nun auch: 
yi= — ot +o'% cos} S$ 
e 7 VIe+eF2(g'g)t c0sz5]’ 





= sinO; 





4 * 
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yz oe ob F o%cosıiS 
TE VIERFTEN 5” 
yex 1170 HER ı T otcosiS 
ai &+ +o%cos;3S?’ 
la _ ga+E IFenfS, 
(oe ton oe? — 0% "1+c0osiS’ 

















also 


rNer u. un 5 N__ / 
tang’ (45° F45° 448) = Ta (er (ee) 
e+ 0%" (ori (gi? 


d. i., in Bezug auf die obern Zeichen: 
! l \i 
tan? 15 — Le ee — (do) 


eat "(ext + (gr)? 








und in Bezug auf die untern: 
cot’ 25 — er—e (eri— (ea) 
4 ER 7 s 
+ l(errilgia) 
wobei zu bemerken, dafs immer z=0—a, «= oa ist. 
Man findet auch leicht 














Veto Vx ‚_o)Y. 
cs!S—=+H -- z er 725 j sin = 70 Er 5 
(0 ( 2 Ih cc 
‘2. oV «+ eg Vx . (et! —o)Y’a 
a (—0)Va ’ un Les I; oVx+oVx* 
$. 6. 


Ferner folgt leicht aus $. 3. 
V (so 7’+ so +sinS)+ Y (sin P*’4- sin Y—sinS) 


nn ee 
— ee sm z "Y (sin Y’+sinY + sin 5) +Y( sin 7” + sinY — Sil 5)? 
d. i., wie leicht erhellen wird: 











1+V (tang} V tang} V”) 
1 V (tang& Yang v') ’ 





ac = prsin’39. 
oder, wenn man 
y (tang3 Ftangz 7’) = tangw 
setzt: 
a0 = oe sin’4 5 tang (45° +w). 
Aus den Formeln für 2Yx und 2y x’ in $. 3. ergiebt sich auch leicht: 
e—e— eo)’ (trete er (dire e 
| ) = ? )—( ) | 2 =) 


77 [07 





























ya ’ Pr / PR ’ 
eZezeyetetiz ezer?ye Leza 
(e=ety (ergt _ (e=e=e) (eig=n 




















yı= u. 
e-er+e7 yererte er Ar dei yeteze 
0 2 0 2 
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d. i., nach gehöriger Entwickelung: 


te -@HtNEe HN 


‚1/0 +0o+0_ oe £o— 0° 
(ee) yet Fer ytrZ2 
4 01? — (o+o +0)(0'+0— 0) 


























x nu 
4 er ;? 
BIER, yeretrzg Bi, Te 0 
oder, wenn man wieder den Winkel S einführt: 
20(0o—o’ cos? 3} 5) 
va = Ki 2 
4 /i J) — 
eo) Vet% er —e+)y° e+e- E 


Ve = a o c0os?35) 
1/0 . ‚ı/o'+o'— 0” 
et) VERF FE yrL 


> 














Setzt man der Kürze wegen 
ee —p’cos’3S)—= A, 0 (—p c008’35)= A; 
so erhält man aus diesen und den Formeln in $.3., durch Multiplication : 
x = 4 ze -9V @ tet te —etNV@+te—0) 
@-e—0)Ve tete) Feet Ve +e-0)? 
v. u ELCERV, +e+9) * 5 A manual dr re 
E-LHFNVE Her + (E—E- 0)V(e+e—0) 
Hieraus erhält man ohne Schwierigkeit: 


ox —= A (tang 3 PR? E (tang 3 9°)% or 4‘ 
(lang 3 Vi’+ (tangz v'): ‚ (tangä v'% + + tang 4)? 


Berechnet man nun den Hülfswinkel £ aus der Formel: 


tang3 Y’\$ 
ange (a) 
« 2 

















tang$ 9°)" Ftang} Pi 














so wird 
_ 4Nuls+3P) ‚ _ g.os(£+3P) 
nt TEL er) 
Auch ergiebt sich aus dem Obigen, mittelst des Hülfswinkels &: 
cos(£E+3FV”) 





= oe’ sin’3 (Et 77)" 


$. 7. 

Es würden sich aus dem Vorhergehenden noch verschiedene an- 
dere merkwürdige Folgerungen ableiten lassen. Wir wollen jedoch hier 
nur den folgenden Satz, welcher einige Aufmerksamkeit zu verdienen 
scheint, beweisen. Seien P, P/, P’ drei Puncte der Parabel, die wir, der 
Einfachheit wegen, jetzt auf einer Seite der Axe liegend annehmen wollen, 
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Die entsprechenden Vectoren und Abseissen seien pP, 0’, e" und xy x‘, x” 
Die Schuen PP’, PP", PP" seien o, o’, co“. Die Winkel PFP', P'/FP', 
PFP'', wenn F immer den Focus bezeichnet, seien I, 5‘, 5’, wo also 
$’=8-+39’ ist. Nach $.3. ist, unter der Voraussetzung, dafs P, P', P 
auf einer Seite der Axe lieven: 


) 3 


BEER 50 1768 - yo eRt _yerte dad 





‚ o'+o+0 ERBEN 
Vve—yx = ] 





5 





.— / / 


‘ ‘) 
a e 





je‘ o—o" o"+04+ 0° 
vae—yzx' —y: Er, 


folglich, wenu man addırt 











c 


3: | o+2+ gi yızt vo. dB yet e. 0 + ct ee c' 


Aber nat h $. 5 ist 























oe +0-+6 o+0—0 __ A Rand ie AA Dred aan) 
we ge j a A 2Va 

o’+0o'+ 0 o"’+ o'’— 0° vVIe BE o'+ o)(e— oo) 1 
| > ua, baren Yotetäieg 2 Va 

oe +0+6" [er +e—o" _ VA e—er2) e—e"+ rm 
ee TEEN, 


lolglich ist 
Te’—et+e)(ee—e"+e)] 
Ke-etne ed tel r+ vKe—ed+e)le—e"+0)] 


| 


Vader 
inne) = in uge, 

voraus, weil 8° = .S+ 5’ ist, auch die Relation 
sin z 9 .. V(ee)—YV( 00).cos;. 


sis 35 ng Bug 0 "0 y— —Y (p: 0, cos 5 





a7, 
2 


Bezeichuen wir die Flächenräume der Dreiecke PFP', PFP', PFP" 


Pa | ‘dt 


durch A, 3, 275 so ıst 








2A=L p' sinoö, 2a e’ "sin, 2 Allem = op ‘sin 5; 
also 
L r Dr ANZ, 
PT Tr DEE nn EEE / 99} — ech kiäneei 
v\eE sin 5 S Cusgz 5? v\ıEe. sin 3 5’ cos 3 0° ’ v (ee) sind S cos 5 5’ ’ 


und Fe 


vAtang3Ss)+y(Z'tang!S') = YA” tang2 5°), 
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Bezeichnen wir ferner in Fig. 2. die Dreiecke PFP', P/FP", P’FP', 
P''FP“ durch &, A’, A“, A’ und die in der Figur eben so bezeichne- 
ten Winkel durch 5, 5°, 5”, 5"; dagegen die Dreiecke PFP”, PFP'", 
PFP“Y durch D, D‘, D“ und die in der Figur eben so bezeichneten Win- 
kel an der gemeinschaftlichen Spitze I durch &, 2, 27; so ist, wie wir 


so eben bewiesen haben: 


Yy(Dtans32) = y(Atang3S) + PN tangt 5’), 
v(Dtang,2/) = y(Dtangz; 2) +y(A’tane}$’), 
y(D’tangz; 2 z)=y(D'taı n232°) + y (A teng 15°); 


folglich 
vd 7 tang! 1 2) 


— y(Atang$S)+V(AtangtS')+yY (A tang2 5”) + yY (A tangt 5); 


und es erhellet hieraus zugleich, wie sich dies allgemeiner machen lülst. 


$. 8. 

Öhne weitere Folgerungen aus dem Vorhergehenden zu ziehen, ge- 
hen wir nun zu der Quadratur parabolischer Räume über und wollen zu- 
erst die Quadratur eines von den Vectoren 9, g° und dem zwischen beiden 
Veetoren enthaltenen Bogen der Parabel eingeschlossenen Sectors ver- 
suchen, welches die in $. 1. erwähnte Aufgabe ist, die Lambert in sei- 
nen „‚Beiträgen zum Gebrauche der Mathematik, 'Thl. HI. S. 257,” und 
schon früher in der Schrift: „Insigniores orbitae cometarum proprietates, 
Aug. Vindelic. 1761. $. 83.” auf eine so elegante Weise aufgelöset hat. 
Wir werden aber hier auf einem eigenthümlichen Wege zu demselben Re- 
sultate gelangen, indem wir die Area des in Rede stehenden Sectors von 
nun an immer durch & bezeichnen, 

Der Flächeninhalt eines zwischen den Coordinaten x, y enthalte- 
nen Parabelsegments ist bekanntlich =32 y=#$xy(ar). In Bezug auf 
Fig. 3. ist also 

APQ=$zyYlaz), AFPO=Fe—e)y(ar); 


folglich 
AFP = APO+FPO = (a+zx)yY(ax) 


Betrachten wir nun Yx immer als positiv, so ist in dem in Fig. 4, 


dargestellten Falle: 
3 = (a+32')Ylax‘) —(a+3r)V(ex) 
= alv(aa)—y(ax)]+ 32 Ylar)—ry(ax), 


und in dem in Fig. 5. dargestellten Falle; 
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I) 


= 


= (a +4)Ylar)+(a+!x)y (az) 

—= alylax)+Ylaz)]+4lz'yYlax) +2 (an)]. 
Betrachten wir aber in dem zweiten Falle, wie es nach der in $. 2. 

gegebenen Bestimmung nothwendig ist, Yx als negativ; so ist allgemein 


5 = aly(@a)—ylaz)]+ Ha'ylaa)— van]. 
Aber 


zyYlax)—xy(ax) = z3ie tr+ [Ye +HYr[ylaz)—y(az)]; 


wie durch leichte Iechnung bewiesen werden kann, Folglich 
+2 +[Ve+Vel 
a [+ © vlaz)—vCaz)], 
oder, wenn wir wieder 


ve—ys=X, Vvetye=X 
setzen: 


z = za + Hr + X] X = zetfia te +0 +X“]X, 
Folglich, wenn man die in. $.2. und $.4. für 4a, X, A‘ gefundenen Aus- 





drücke einführt: 


BE * de 


I 
ui — 5 





tet HF TE H+N-—]) 
Vie+oFV[e+e)?--o:]} 
oder, wenn man im Zähler und im Nenner mit 
ur veretvi@+g9’—e]} 

multiplicirt: 

6% / \2 271 / : (,1.} — 2 271 

7, = od Her/ EHEN HE H+DV WHeF te +]; 
also nach der aus $. 3. bekannten Zerlegung der Wurzelgröfßsen, auf der 
rechten Seite: 


6X Ins: [yetet= m er 4 (‘+ e) eret: + vze]; 











7 — 


u: 
woraus, nach einigen leichten Verwandlungen, 
—— 8 /a a nz 4 x3 
= Here F re 


folgt; welches der gewöhnlich nach Lambert benannte, überaus merk- 


M 





würdige Ausdruck für die Area eines parabolischen Sectors durch die Vec- 
toren P, e und die entsprechende Chorde e ist. 
Auch ist 
6 __Jevie+etVIe+0’—er]} 


va ! Vie+oFViie+er—o:]] 





te+ \ vieteFvIe+—eR, 


und folglich, wenn man Zühler und Nenner des Bruchs in den Klammern | 
mit der Wurzelgrölse im Zühler multiplicirt: 
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ee + Er EHI NV Hter Vet], 
oder, wenn man den Winkel 5 einführt: 
y 
-- = ie tet(egcoszs;v{e+eF 2% le tecoszst, 
welcher Ausdruck ebenfalls von Lambert gefunden und in den B:iträ- 
gen Thl. IH. S. 258 mitgetheilt ist. 
Setzen wir, wie in $. 4, 
2.(g' 0)% c0os5 5 


Ba —= sinO; 





so wird 
32 
Va 


(+9 (1+4sin®) Y(LFsinO) 


z 
= (0 +e)’(1+sin$© cos} ®) (cost Fsin}®) 
—= (+0)? (co8°’2O Fsin’iQ), 
welcher Ausdruck ebenfalls, seiner Eleganz wegen, bemerkenswerth und 
zuerst von Delambre im Traite d’Astronomie. T. III. p. 229 segeben 
worden ist. Einen ähnlichen von Burckhardt gegebenen Ausdruck s. m. 
in der „Monatlichen Gorrespondenz. T. IV. 209.” 
Setzt man 


EN . (y‘ rere/etehrz 2 ng a Bud 
20 03 


uud — 
20 I 








und führt nun die Winkel /, 7’, 5 ein, so erhält man: 








2 
3% 
‚= ur 5, .\(cos4 V cos} } ae (sin 7 sinz3 7)? 5 


. 3% 

Nun wollen wir auch den Flächeninhalt des von der Sehne PP’ = « 
abgeschnittenen Segments der Parabel, indem wir denselben durch Z’ be- 
zeichnen, zu bestimmen suchen. Der Flächeninbalt des Dreiecks PFP' 
sei =A. Um zuerst den letztern zu bestimmen, haben wir, wenn wir 
für jetzt Yx immer als positiv betrachten, in Fig. 6. 

JAN POP'O'’+PFO— PFOV' 
(x) (Vlar)+ V(aR)) HR —a)y (an)— (e—a)yY(ar') 

—= x’y(ax) -—ay(ax)taly(ax)— y(ax)). 
In Fig. 7. ist 
A P'FO+ PFQ—PQP' 

x, (Vlaz')+V (ar))—(«—x)Y(az) 
-- z'Y(ax) -xyY (ar) +a(y(ax‘)+y (az)). 


Crelle’s Journai d. M. Bd. XVl. Hit.1. 5 


I 


NN 
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Io Fig. 8. Do man 
P'’FO’ + PFQ’— PO’P' 
@- a) (y (ax) + Vlaxr))—(e—z)y az”) 
= z’ylax)+rytax)—a(y(ax)t+y(az)) 
Nimmt man nun aber, wie es nach dem Obigen geschehen muls, in den 
beiden letzten Fällen Ya negativ, so überzeugt man sich leicht, dals 


# 
4.4 


I 


überhaupt 
A = +{e/Ylax)—ay(ar')+aly(ax')—y(ar))} 
zu setzen und das untere Zeichen zu nehmen ist, wenn der von den bei- 
den Vectoren nach der Seite des Scheitels der Parabel hin eingeschlossene 
Winkel > 180° ist. 
Es ist aber, wie man sich leicht überzeugt: 
x’ yYlax)—aylax) = 31 - X — x + (ya +yz)(y(axz)—yY(ar)). 


Also 
A= +3«ÄNa— a — ar Yet vVve—yYxr) 


und wir haben folglich die beiden sehr symmetrischen und in ihrer Ge- 
staltung übereinstimmenden Formeln: 
a bat ++ ve tVe)Ve— v2), 
+ala—e—at+yYE+Y VER), 
oder, in der oben eingeführten Bezeichnung: 
63 = Adhba+txr+r+X”|X, 2A= tela— a — cr + X”]X, 
Für den Inhalt des Segments der Parabel hat man offenbar die 


63 


J 
— 


« ) A 


u EN 


Gleichung 


"= Z7rÄ, 
d. i., nach vorstehenden Formeln: 
32’ = All! +) —X’]X, 
oder 


sr = ae +e)—4a—A”|X, 
und, wenn man nun die in $. 2. und $. 3. für 4a, A”, X gefundenen 
Ausdrücke einführt: 
32 __ 2(e +0 le +HeFVI@+e)’— 1} —o* 
um Vie+eFV[e+o)?—o?]} 
Le +H)v ie +eFVr le +to—rl}—evietetvV le+Q0’—o”]} 


2 +9[yerete x yre=2 tyerer? ® yet2z2} 


= HE FRE ra. 








| 
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Es ıst aber auch 


= — (ep +0)\ rer yetezet 


Her VE Fer Ha VCH 
= Herr le ++) -Hen VFEEE + ya, 
d. i. nach $. 3. 4 

68 fe +eFvle+0’—e]}. sub Aue Sn A Ma c)]; 

62) = (yeretrFye Herr) Yoe—e+ne—e+n)], 

n v24a2) = vl —e+FNE— +]. VIE -e+Ne- +]; 
Also 














\ 


\ 








Sn Vlepte) (e—e'+0)]? 





welches ein ebenfalls sehr eleganter Auntehck ist, der zupleich eine merk- 
würdige Analogie mit dem im vorhergehenden Paragraphen gefundenen 
Ausdruck der Area eines parabolischen Sectors darbietet. 


Bekanntlich ist 
e-e+tn)e—e+nl = 2’ Q’sinzS. 
Folglich : 
(o' 0)?.sin? Z S 


WE" eier Rn / 
z == = ’ 


> 
Ja 





wodurch der Flächeninhalt eines parabolischen Segments auf eine eben- 
falls schr einfache Weise durch die Vectoren p, g° und den eingeschlos- 
senen Winkel 5 ausgedrückt wird. Es ist aber auch 


_ [@ et -eHtaR (—0+0)o—e+ oO 
Ö 4a 





= 
und folglich, wenn man den in $. 3. für 4a gelundenen Ausdruck einführt: 


7 LEER, V(o'+ o+0 tz) vie e+0)e— +09), 


m TH Ve tet) EV E+e— 
worin c@ nicht mehr enthalten ist. 
Auch ist 
6 = (HH yYTef—ern)e—ete)] 
| tykete+tnetr— Ne + Ve te—n)] 
= +orLE-EeTrNE@—-d+n]F*L: 





Aber 


=» 32F‚A, zZ = 2’ +4, 


5* 
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Also 
632 +4A= Er ArI3A +52’ = Z+r3ÄA+523,, 


und folglich 
SH3ÄAHS EHI TEE HN = EHE + Nein} S. 


Auch ist 


A 


A = zoesins, 


r 


und folglich 
bE’Eregsns = ge)? (p’+ p)sinz S, 


38 = (ef +0) ie’ +eF?rle'e)’cos4S} sinzS, 


oder, wenn wir wieder 
2(e'0)% cos}S 


e'+0 
3 — — 7 (g' 0) (+ 0) sin a Ss sin (45° +4 ©) $) 
welcher Ausdruck ebenfalls zur Berechnung des Flächeninhalts eines pa- 


= sin® 





setzen: 


rabolischen Segments sehr bequem ist. 
Auch ist 
ar (o’o)tcosXS 
32 e+9F+2(g' 0) ws; 





Aber nach $. 4. 


























nn (o' 0)% 
sinus  VIet+e+?ig'gt eosis]" 
Also 
Ä at cot!S . ad col iS 
3r TVe+eF2@ gt ws:5] ” Vie te+FVLle+te’—eo:])’ 
d.i. 
A 2 at cot3S 
380 7 /e+o+0 — /E+e—e' 
nr, wuucch, F Aue: Sam 


Aber naclı $. 3. 
V e+tttg yet e—e _ VIE ZetNe@—eHÄ] 
2 f 











Berg 2V a r 
folglich 
A 6acotz $ ...93acot}S 


FT ve—etnle-etn) — (egisin;s? 
oder auch, weil 











(oe +o+ eo (oe oe —o 
oot35 = yeterNWTe—e) 
(—E+F)(e— et) 


ist: | 
A _ 6eYlie+e+e) @+e—o)] 





» ,.< Vlie—o+o (0o—o'+- 60)] 
Ähnliche Relationen würden sich leicht noch mehrere finden las- 


sen. Judefs mögen hier die obigen Andeutungen genügen. 
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$. 10. 

Sei jetzt in Fig. 3. der Winkel AFP= $S, der Sector AFP=3, 
die Sehne AP = oc, das von dieser Sehne abgeschnittene Segment der 
Parabel =’, AF=a, FP=o; so ist nach $.5., wenn man für die dor- 
tigen x, 0, g° respective OÖ, a, p setzt: 

es} = Vz, d.» csZ4A/FP = iz. 
Also ist nach $. 8. 
Ay 


= + 2a)y@—o), 3= ieg+2eo)ylle—o)]. 


Eben so leiebt findet man, da 





ist, aus $. 9: | 
2’ = z@—e)y[e(e—e)]. 
Bezeiehwen wir das Dreieck AFP durch A, so ist 
A= 2-2’ = oyl[eae—a)]. 
Für die Sehne r hat man die Gleichung 
o® = a’ +e’—2agcosS. 
Aber 


N 


2 
_Auiei 





eos5 —= 00’ I —sin’}S = 
Also 
= vle—e)et3e)l. 
Für den Sector P/P' der Parabel hat man nun auch nach dem hier 
für 3 gefundenen Ausdruck die Formel 
PFP' = Zaillg +20) Ye —a)F(e-+2a)V @—a)], 
wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem die Vee- 
toren p, g’ auf einer oder verschiedenen Seiten der Axe der Parabel 
liegen, 
& 11 
Setzt man in Fig. 6., 7. und 8. den Winkel #FP = v und bezeichnet 
den von PF=e, P’F=g' eingeschlessenen Winkel durch N, so dals un- 
ter diesem Winkel, in dem Falle, wenn g und g‘ auf verschiedenen Seiteu 
der Axe liegen, immer der nach der Seite des Scheitels 4 hin liegende, 
von £ und 9’ eingeschlossene Winkel verstarden wird; so ist 





a 2a a 
4 e ’ ß 1-+-cosv cos? zu , 


und ganz eben so 
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/ 2a a 


Kg i+cos(2+v) ker c0s?3 (2 +v)? 
wo man das untere Zeichen zu nehmen hat, wenn p und £° auf verschie- 
denen Seiten der Axe liegen. Also 
0o—.a = atang’}v, e— a = etan’z3(+v); 
e+?2e = e[3-+Htang’3v], oe +2e = ao[3 +tang’;(N+v)]. 
Folglich, nach gehöriger Substitution, nach $. 10. der Sector 
PIP = «a[tangz(N+v)Ftangz3v+ Ztang’3 (Ntv)F%tang’!v], 
und für v2 =0 der Sector 
AFP' = e[ltang53 N + %tang’} 0]: 
eine Formel, die bekanntlich bei der Berechnung der Cometenbahnen von 


grolser Wichtigkeit ist. 








6.82 
Bezeichnet man den von den Vectoren /P=g, FP'= g° auf der 
Parabel abgeschnittenen Bogen durch P, so findet man durch Integration 
o' / 
P= ver) —y(er)telogn BELE. 
Da man run nach dem Obigen a, x, x’ durch p, o‘, « auf mannigfaltige 
Art ausdrücken kann; so kann man auch den Bogen P aus den Vectoren 
o, g' seiner Endpuncte und aus seiner Chorde r berechnen. Führt man 
den Winkel 5 ein, so ergiebt sich: 
eo? +: + £2 #[o*+ o*] cos S 
Vo‘ +o 2(0'0,)% cosz 5] 
+a erh : Vietor2ie o)teos 3 SI Fe*eoszs+e*], 
| V le +o+2(e’e) cos2S] +p* cos3S— 0° 
eine Formel, die sich verschiedentlich umgestalten lassen würde, wobei 





P= 





vä 
A ° 


> OD 


wir jedoch jetzt nicht länger verweilen. 
Fur = V, also p=u, wird 


Pr = vie e—.e)] = Q losn ee), a) 

So wie Lambert seinen Satz auch auf die Ellipse und Hyperbel 
ausgedehnt hat, worüber man z. B. die 7heoria motus corporum coele- 
stium, p. 120 und p. 123, nachsehen kann: so würden sich überhaupt 
auch über die beiden andern Kegelschnitte den obigen analoge Betrachtun- 


gen anstellen lassen, worauf wir vielleicht bei einer andern Gelegenheit 





zurickkommen werden. 
Brandenburg, 1833. 











4. Rapport sur un Memoire de Mr. Liouville swivi d’une Note, 39 


4. 


Rapport sur un Memoire de Mr. Liouville, eoncernant 
une question nouvelle d’Analyse. 


Commissaires Mr. Lacroix et Poisson. 


Suivi d’une Note de Mr. Liouville. 





Tiorsquun eorps de forme quelconque, homogene ou heterogene, est sou- 
mis ä une temperature exterieure qui ne varie pas avec le temps, mais 
qui varie d’un point a un autre de sa surface, il parvient toujours, au 
bout d’un temps plus ou moins long, a un dtat permanent dans lequel la 
temperature de chacun de ses points est censce invariable. Pour determi- 
ner cette temperature finale, il faut satisfaire A une @quation relative ü la 
surface du corps, qui depend de sa forme, du pouvoir rayonnant de cette 
surface, et de la temperature exterieure. Dans tous les cas, en petit 
nombre, oü l’on est parvenu jusqu’a present ä r&soudre cette question, 
on a suppose le rayonnement &gal en tous les points de la surface, ou 
du moins, quand il s’est agi d’un parallelepipede rectangle, en tous les 
points de chacun des six plans qui le terminent. Les problömes dont 
Mr. Liouville s’est occup®, dans son nouveau NMemoire, se rapportent au 
eas ou la nature de la surface et lintensite du rayonnement varient d’un 
point a un aufre; mais ils sont relatifs a un plan compris indefiniment 
entre deux droites paralleles, ou bien ä une surface eylindrique & base 
eirculaire qui se prolonge @galement A lVinfini; en sorte qu’ils ne sont point 
applicables ä des corps naturels, limites en tous sens. Aussi lauteur ne 
presente son travail que comme un M&@moire d’analyse pure; et il nindi- 
que les problömes que nous venons d’Enoncer, que pour faire connaitre 
Porigine de ce genre de recherches, et comment il a et@ conduit a s’en 
occuper. Mais s’il est vrai que l’analyse math@ematique, et particulierement 
analyse infinitesimale, soit indispensable pour la solution de la plupart 
des questions de Mecanique, d’Astronomie et de Physique, on doit encore 
accueillir et encourager les travaux qui ont pour objet de perfectionner 
ce puissant instrument de l’esprit humain, lors m&me qulils n’ont pas d’ap- 
plieations immediates. 

Consideres sous ce rapport, les Probl&mes que Mr. Liouville s’est 
proposes, consistent ä determiner les co@ffivients d’une serie infinie de si- 
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nus ou de cosinus des multiples d’un angle variable, d’aprös une &quation 
lincaire, contenant deux fonctions donnees de cette variable, dont Pune, 
dans le cas de la chaleur, exprimerait le pouveir rayonnant, et l’autre la 
temperature exterieure. Quand la premiere de ces deux fonctions se r&- 
duit A une constante, le problöme se resout sans diffieult@; mais il n’en 
est plus de m@me, dans le cas ot cette quantit& varie suivant une loi 
queleonque. L’auteur fait veir qu’alors la valeur de chaque co&fficient, en 
foretion du nombre qui mardque son rang dans la serie, depend de deux 
quantites determindes par des &quations differentielles dont il donne les 
integrales, Il parvient a ce resultat par une combinaison tres adroite du 
proc£de de Fintegration par parties et des formules connues pour la re- 
duction des fonctions en series de quantites periodiques. Mais, apres que 
les constantes arbitraires introduites par lintegration, ont &t@ determindes, 
les formules obtenues par Mr, Liowville, contiennent encore d’autres con- 
stantes dont il reste a trouver les valeurs. Generalement, le nombre de 
ces constantes est infini; et, pour les determiner, il faudrait resoudre le 
syst&me d’une infinit® d’equations lineaires, problöme qui s’est deja presente 
dans dautres cas, mais dont lauteur ne s’est point occupe dans celui- ci. 
Il se contente d’observer que, dans un cas tres @tendu, les constantes qu'il 
s’agit de determiner sont en nombre fini; il montre comment on formera 
alors un nombre egal d’&quations lineaires qui pourront toujours se r&sou- 
dre par les reeles ordinaires, et de cette maniere il parvient, dans ce cas, 
A une solution complete du probleme qujl s’est propose. 

Le Me&moire que l’Academie a renvoy6 A notre examen ne pourra 
manguer d’ajouter encore ü l’opinion avantageuse que les Geometres se 
sont formce du talent de lauteur et de l’@tendue de ses Connaissances en 
analyse. li est bon d’ailleurs d’appeler leur attention sur la question difficile et 
interressante que Mr. Liouville a traitee, et qui sera susceptible d’une grande 
extension. Nous vous proposons done d’approuver son nouveau Memoire, 
et d’ordonner quiil soit imprime dans le recueil des savants etrangers, 

Sisune a la minute; Lacroixz et Poisson Rapporteur. 

I. Acad&mie adopte les conclusions de ce Rapport. 

Üertilie conforme 
Le secretaire perpetnel pour les scisuces Mathematiques 
pour Mr. Arago absent 
Flourens. 


Paris, 5 Janvier 1835. 




















4. Note ajoutde au rappart prectdent par Mr. Liowwille. 


Note ajoulce au rapport precedent par Mr. Liouville. 





I. 
Lie rapport de Mr. Poisson fait clairement connaitre l’origine et la na- 
ture des Problömes dont je me suis occup@ dans mon Memoire sur une 
question d’analyse aux differences partielles ; mais il ne sera pas inutile 
de transcrire ici les formules qui servent A r&soudre un de ces problömes. 
Designons par m un nombre impair quelconque et par 4, A,, 
Ay eone Amy «... des co@ffiecients constants inconnus. Faisons: 
A,cos2-+ 4;,c0o83x-+ 4, co8Jac-+ etc. = 3A, cosma 


et 
A, cosc + 34A,c0s3x + 54,005 x -+ etc. = ZA,„.mcosmx. 


Soient de plus f(x), F(x), deux fonctions de x donndes pour toutes les 


d u st 
valeurs de x comprises entre les limites e=0, x=--: on admet que 


. 


les fonctions f(x), F'(x) ne deviennent jamais infinies entre ces limites et 
® * a [2 “ ” = T 
«qu’en outre la seconde satisfait a la condition particuliere / (=) — (). 


Cela pose, on demande la valeur de 4,, qui satisfait a l’@quation 
(4) ZA„.meosma& + f(x) ZA,.cosmx = F(x), 
zT 


pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites 2 =0, x = —. 


u 


En employant deux methodes differentes que l’on trouvera deve- 
loppees dans mon Me&moire, je me suis assure que la valeur de 4,, qui 
satisfait a l’equation (A4.), est la suivante: 


7T 
ni 


2 
A, = ni du(P cosmu-+Qsinmu), 
PILZE 0 
P et Q etant deux fonctions de u fournies par les deux &quations dille- 


rentielles 





AO) a oo 2 2 2 0.[f(u) — F(a)] cosu sine de 
Va. + Pr 7 FW)— 7. L cos? u — cost ’ 
(B.) we er 
ee 


auxquelles il faut joindre les deux conditions definies P=0 pour „= ar; 


0=0 pour a=0, qui servent ü determiner les constantes arbitraires in- 
troduites par lintegration. A peine est-il n&cessaire d’ajouter que (), re- 
presente ce que devient () lorsqu’on y change u en «. 
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HM. 
Les equations: 
Te 
T O N P f(w) — Fu) — 2 Ai O.]fla) —fla)] eos sin d -$ 
(B.) En Jo eus? u — cos?’ 
d P 
u 


ya Of(u) ne 0, 


du 
“ « . Aa “ 
conduiront “a la solution complete du problöme que nous traitons, toutes 


les fois que la fraction 
2 cosa suae[f(u) — f(e)}] 
n cos? u — cos? @ 
pourra ötre ramence a la forme 


Y,(o) Il,(a)+ Y; (1) IL,(@)+...+Y, (1) II, (@) 5 


quelles que soient d’ailleurs les fonctions Y,(v), Il,(«), etc. En eflet, dans 


cette hypothese, si l’on pose 
3 ,% ’ ? r Z 
O.lL(ao)da= GG; . 4 (I, IL, (o)da = C,, ..o.. \. O,I,@)du= u 
0 J/ © «J/ 0 


on aura: 


10 i 
tw = FW-OHW-EHW)— ir. — Ye) 
dP 
dı 
Ces deux &quations differentielles du second ordre s’integrent aisement; 


car si on les divise par f(w), puis que l’on pose Ak SwWdu=9, $ de- 
signant une nouvelle variable independante que l’on substituera ä la variable 





— 0) f (14) — 





4, il viendra 


il 1 N y 5 , | 
tr! = ll W-C5HW)- GW) —....— 6 YW) | 


n 
—() =0 
TE ’ 
equations lindaires faciles A traiter, puisque les coefficients des quantites 


P, Q et de leurs derivees sont constants. L’integration effectuee, on de- k 


terminera d’abord les deux constantes arbitraires que cette integration in- 
. .,. , . gT 

troduit, en faisant usage des conditions definies P=0O pour u = x 0=0 

Ensuite on chassera C,, ©), O5, +... €, en ayant Egard 


pour u =. 
” . f 
aux 2 egalites 


gr R 1 
SI ada=G6, F; Q,lL,(u)da=C;,, aid # Q0,I,(@)da=C,; 
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et quand on aura termine ces calculs d’elimination, les valeurs de P et Q 
en general ne reufermeront plus rien d’inddtermind, 

Si pourtant les equations de condition que je viens d’ecrire ren- 
traient les unes dans les autres, quelques unes des constantes C,, C,, ... 
... €, resteraient indetermindes dans les valeurs de P et Q et par suite 
dans la valeur de 4. Sans doute une telle circonstance ne se presente 
jamais dans la Theorie de la chaleur, c'est lorsque la fonction f(x), qui 
exprime dans cette theorie le rapport du pouvoir rayonnant ä& la chaleur 
speeifique, est une fonction positive; mais lorsque l’on regarde la fonction 
f(x) comme susceptible de prendre des valeurs negatives, le problöme qui 
consiste ü trouver la valeur de 4, satisfaisant a l’&quation (A4.), peut tres 
bien devenir ind&termine. Et par exemple, si l’on pose f(x) = —3, 
F(x)=0, lequation (4.) prendra la forme 

I An. mcosmz —5ZÄA,cosmx —= 0; 
et il est clair qu’on y satisfera en Egalant a zero les co@fficients 4,, 4;; 
A-s once Any eos. et a une constante guelcongue le coefficient 4,. 

En continuant A regarder la valeur de f(x) comme susceptible de 
prendre une valeur negative, il pourra aussi arriver que nos Equations de 
condition soient incompatibles; et alors il n’existera aucune valeır de A, 
satisfaisant ä l’&quation (4.). On aura un exemple simple du cas dont je 
parle, en faisant f(x)= — 3, IF (x) =c0s3x; car l’&quation (4.) deviendra : 

ZA... mcosmc— 3 A,.C08mx —= cos3r, 


ou bien: 
ZzA„(m — 3) cosmx = cos3x, 


Egalite evidemment absurde, puisque le co@fhiecient de cos3x est nul dans 
le premier membre et egal a lunite dans le second membre. 


III. 


Voyons maintenant dans quel cas la fraction 
2 cosusine[ fl) —f(e)] 


sı cos? u —cos?’« 





pourra etre ramende ü la forme 
FW TL@)+ FW IL) +... + Lu) Na). 
Or je dis que cela arrivera toutes les fois que f(x) sera une fonction ra- 
tionnelle, entiere ou fractionnaire, de cos’x. 
Supposons en eflet qu’on ait: 


_ SF.) 
are 


6°? 











* 
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fu) et A(w) designant des fonctions entieres de cos’w. On aura, en 


changeant u en «: 








—_ fı(e) | 
Ka) = 7a | 
Par consequent 
2 ceosusin@[f(u)—fle)] __ 2 cosusina[lf, (WFS; (uf, (e)] h 
nn" cos? u — cos? « u ı S: (u) F,(«) (cos? u — cos? e@) j 


Pour demontrer la proposition @noncee, il suffit evidemment de faire voir 


que la quantite 
JS; (u) f2 (@) — JS. (u) F,(e) | 


c0S? u — 005? 
est reductible ü la forme citee Y, (u)IL,(@) + Y;(w)Il,(@) + :....+ Y,(u)Il, (a). 
Or rien n’est plus facile. En effet la fonction 
FW LRLAa) — RW fı (a) 

etant une fonction entiere de cos’w, cos’«, et s’annullant quand on a 
cos’« = cos’«a, elle doit @tre divisible par cos’s„— cos’«, et le resultat de 
la division ne peut se composer que d’un nombre limite de termes de la 
forme Bcos’’ u cos”, Les @quations (B.) siintegreront done, sous forme 
finie, par notre methode, toutes les fois que la quantite f(x) sera expri- 
mee par une fonction rationnelle quelconque de cos’x; en sorte que, dans 
ce cas tres @tendu, le problöme dont nous nous occupons se trouvera re- 








solu d’une maniere complete. 
IV. 


Il reste ü demontrer qu’en calculant la valeur de 4, d’apres la 
regle indiquee au commencement de cette Note, on satisfera & l’equation (4.). 


En posant, pour abreger, 
34„.C008mx = Y;, 3A„.mcosmx — ß, 


l’equation (4.) devient: 
P+Yyfa) = Fe). 


Or, d’apres notre valeur de 4,„, savoir: 





An = —l "du (Pcosmw-+ Qsinmu), 


on a: 


yo = cosme/ du (Pcosma + Q sinm u). 


Soit P, ce que devient P lorsqu’on y change u en x: puisque P s’eva- 
. st Pr 4 E gt 
nouit pour a—=-—, P. s’evanouira pour <= CK En vertu des formules 


connues pour le developpement des fonctions en series de quantites perio- 





FE 
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diques, on aura done (entre les limites 2=0, x — 2): 


TU 
4 2 
PP, %s — 2.008 ma Pcosmudu, 
vo ; 


et par suite: Ri 

4 Ma 
y=PHt - I cosm x / Qsinmu du, 
d’ou Ton tire: 


fe) = Pf) + 3 cosmz/ Of) sinmy.du. 


A Tlaide d’une integration par parties et en ayant @gard aux con- 
ditions definiies P=0 pour = >; VO=0 pour W=0, on met la valeur 


de 4, sous la forme 


7 
2 


4 ( dO R dP 
= — com — —S een 
A. ef du. sam u 2 Sin an I. iu). 


On a des lors: 


rt 
4 | # ( dQ dp 
B m —2 com] du. cosm u, — sinmu‘..)- 


. . ’ , (4 2 ‘ a f 
Puisque les fonctions P et Fu) s’evanouissent and „= —, il resulte de 


. , dO , 2 k 
la premiere des @quations (B.) que pr s’evanouit aussi pour cette valeur 
7T 


de u. Par consequent on peut developper (entre les limites 2 =0, = 5) 


d ” . . ® . 
I: en serie de cosinus des multiples impairs de x, sous la forme: 





st 


d Bin 2 10. 
0x = —S>D cosmax / cosmi. -—— du. 
dx TT ı/ 0 du 





D’apres la notation adoptee ici, Q, designe ce que devient Q par le chan- 
gement de u en x. 
d e ” ® IP . 
En ayant egard üa cette valeur de ne et aussi a celle de rn four- 
au 
nie par la seconde des @quations (B.), on peut maintenant &crire ainsi la 


valeur de ß: 





P= 9 _2Zcosme/ sinm Of(w)d 
dx st Jo he au 


En ajoutant cette valeur a celle de y/(x), il vient: 





| 4 u. OR N: 
B+ ya) = IE + Pf) + FE wsmzf"Isinmulf) FWld 
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13 .,, N) * . 5 .x . 
egalite qu’on peut &crire d'une autre maniere, savoir: 





| ? s 
RE+yf(x) = Te +P,/f(&)+ Sl Of) — f(u)] du Z cosmx sin mu. 
Or, par les methodes connues pour Ja sommation des series de sinus, 


on obtient: 
sin u 08x 





SS cosmxsinomua = i 
f 2 (cos? 2 — cos? 1) 


Donc, en introduisant cette valeur sous le signe £ et remplagant (ce qui 
est permis) la lettre „ par une autre lettre «, on a: 


n dO, 2 2 ) u co sınad 
P+Yfa) = Te tPRfS@)+- J. ee Bat ade 


et, comme, en Bea u en x dans la ae des me (D.), 








ıl vient 

d Qx 

P.f 
dx + 
nous voyons que finalement la valeur de + y/f(x) prend la forme: 
P+yfe) = Fe). 

Cette derniere Egalit@ est pr&cisement l’equation (#.). Donc notre valeur 
de 4, rend identique lV’equation (4.); ce quil fallait demontrer. 





+ 2 af O. L/@) — ta) Jeosx sine d« = File, 


c0o5? x — cos? « 
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>. 

Theoremes generaux eoncernant les equations d’un 
degre quelconque entre un nombre quelcongue 
d’ineonnues. 

(Par M. Plücker, Prof. ord. a Bonn. ) 





1. 


Boit | 
1. D, (2, y)=o0 


l’equation generale d’un degr@ 2 quelconque entre les denx ineonnues x 





T ‚ . . ( f 2) 
et y. Une telle equation contient (2 er. — 1) coelficients qui A leur 


ze 


tour sont completement determines, quand on comnoit 3 7 —1) 


couples de valeurs de x et y qui satisfont ü l’equation proposde; ear il 
est evident que chacun de ces couples fournit une dquation lineaire entre 
les coefficients en question. 

Ajoutons maintenant a l’&quation precedente une autre equation 
queleonque du m&me degre, que nous representerons par 

2: La,y)= 0. 

L’ensemble des @quations (1.) et (2.) donne 2°? couples de valeurs de x 
et y, qui satisfont non seulement ü ces deux @quations, mais encore ä toute 
equation, qui en resulte, par quelle combinaison algebrique que ce soit. 
On peut, em designant par % un coefficient arbitraire, representer toutes 
les &quations du '”“ degr& qui r@sultent ainsi des deux quations (1.) et 


(2.) de la maniere suivante: 
3. Day) tub.a,y) = 0. 

Les n? couples de valeurs, qui satisfont non seulement a l’equation (1.) 
mais encore ü l’Equation (2.) et toutes les &quations (3.), ne suffisent donc 
pas pour determiner les coefficients de l’&quation (1.). Cette deternina- 
tion devient complete, si P’on connoit un nouveau couple de valeurs, 
Soient y, et x, ces valeurs, qui satisfont a l’equation (1.) sans satisfaire &ı 
l’&quation (2.), de sorte qu'on ait: 


D,(x0; Yo) 0, y, (Kur y)So. 
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Ces mömes valeurs ne pourront jamais satisfaire ü l’&quation (3.), pourvu 
qu’on n’y pose u=(0, ce qui la reduit ü l’@quation (1.). 





Il suit de ce qui precede que (er) 2_2) couples de valeurs 
prises au hazard, et qui satisfont a l’equation (1.) sont, quant ü la deter- 
mination des coöfficients de cette Equation, tout-äA-fait Equivalents A 7? cou- 
ples choisis de maniere qu’il satisfont en m&me tems ä une seconde &qua- 
tion guelcongue du m&me degre. Car dans les deux cas cette determina- 
tion est complete et lineaire si l’on ajoute aux couples donnds un couple 
nouyeau. Ainsi nous sommes parvenu aux deux th@ordmes suivants, qui, 
quant au fond, reviennent au m&me, 


I. Si Von donne a deux guantites variables successivement 





a+1)(n +2) 5) . 
( 75 —2) couples de valeurs guelcongues et si on suppose que 
ces valeurs satisfont a une Eguation quelcongue du n“”“ degre entre les 


_ (e4D+2_9)} _ E-NU—2 


ariables, ıl y aura In’ 7 

deux v „iıy 75 5 
de valeurs nouveaux, qui satisfont a la meme Eguation et qui dependent 
uniguement des couples precedents. 








couples 





| ( 
I. Si 2’on connait Ya u din m FE 2) couples des racines de deux 


+3 
‘ ieme g “ ’ , (u—1) (n 2) 
eyuations du n’”“ degre entre deux inconnues, lon obtiendra les 15 


couples des racines restantes, sans avolr recours a ces Eguations. 
2 
Il est evident que ces racines inconnues dependent d’une &quation 


f u Ai u ieine } “ : i f i 
du & 175 ) degre. Ensuite l’on entrevoit la forme d’equations sym- 








mötriques qui doivent subsister entre les 2” couples de racines des deux 
equations d’un meme degre; car de quelle maniere qu’on choississe parmi 


@+NG+D_ 9) 


ces 2? couples ( 15 
termination ne doit nullement changer. 


3: 


n RT, [2 ‚ \ . . . 
Pour rendre l’enonce de nos theoremes aussi clair que possible, 








pour en determiner les autres, cette de- 


je m’arreterai un moment au cas der=3, 
Huit couples de valeurs gu! satisfont a une Eeguation du troisieme 
degre entre deux variables, comportent un neuvieme couple oui s’ob- 


tient linenirement au moven des autres. 




















en ———— 
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Soient 7), Yı5 25 Y23 «ee. #5 Ys les huit couples de valeurs, qui 
comportent le neuvicme couple que nous d@signerons par x, Yo. I faut 
alors, d’apres le th&oreme precedent, que des huit &quations: 

Ayı+Bayı+CasyıtDPai+Eyy+FfasyıtC+Hy+Kx+/1=0, 
Ay+Bay2+C&y+DA+EYN+Foy +62 +Hy+Kn +1 0, 


. . ” “ ® ® . . . . ® E ° . “ ” “ ” » E23 . £ « . 0) 


+/=(0, 


Ayl+Basyı+Cy2+Dai+Ey+ xy +62 +HytKa 
se deduise l’equation suivante: 

Ayt+Bayi+Cay+Da+Ey+ray+6R+Hy+Ko + = 0; 
c’est-ü-dire, il faut que nous parvenons ü cette derniere equation en ajou- 
tant les huit @quations qui pr@cedent, apres les avoir respectivement mul- 
tiplides par des co@fhicients convenables u, Urs »* .. Ya» Ceci suppose 


qu’on ait: 


zu=|l, zuy=Yy5 
ZuUxX = %; Zur = 2, 
zuy = yo ZuXy = x yo; 
Zur = %, Zury’ = XYs, 
Zuxry = %Yo3 zuy =y5 


en nous servanft, pour abreger, du signe 3 et en l’etendant de u, MX, ; 
4, yı etc. jusqu’ü Us, Us, Us Ys etc. Ces dix Equations sont necessaires 
et suffisentes pour determiner x, et Yo, apres avoir determine prealable- 
ment les huit co@fficients %,, fa, »«*. fs. AKci je n’entreprendrai pas de 
faire ressortir des @quations ci-dessus, qu’on obtient des valeurs uniques 
pour x, et Yo; il me suffira d’avoir verifi& le theor&me general pour le 
troisitme degr&, en suivant une marche differente. 
4. 

Nous pouvons, par des considerations extr&mement simples, ge- 
neraliser les theoremes du numero 1., pour en multiplier les applica- 
tions et pour les etendre au cas de n=? et m&me au cas de n=1. En 





effet sil y en a parmi les ie, —1) coeflicients de l’@quation ge- 


nerale du 7" degre, un nombre 72 queleonque qui sont donnds, ou, 

plus generalement, sl y a m dquations lindaires de condition entre les 
1 (n 2 .. . .. . ’ 

(3 nt —1) coöfficients: chaque co@ffiecient donne ou chaque &qua- 


1.2 
tion lineaire de condition, remplacera completement, quant ü la determi- 


Crelle’s Journal d. M. Bd.XV1. Hft.1. 7 














= - ’ s » he i n . hi} er . 
50 9%. Plücker, thlorömes sur les (qualions ü plusieurs inconnues. 





+1)(n+2) | 
1.2 ur 


ehaque couple des variables, supposdes donndes. Done: 

Il. Si m des coöfficients de l’equation d’un degre n guelcongue 
entire deux variables sont donnes, ou bien encore, s’il existe m eyue- 
tions lineaires de condition entre ces coöfficients, il suffira de connaitre 


1) (1 | 
(e* SEI —m+2) couples de valeurs des deux variables, qui sa- 


+: 
tisfont a l’equation du nn” degre, pour en deduire ua! n 24m) 


’ { „ep. , . . 
nation des ( r ) co@fficients, Fune des Equatious que fournit 








couples nouveaux. 
Le nombre nz peut-etre pris arbitrairement entre les limites 0 et 
(r+1)(r +2) —) 
1.2 ' 
Pour particulariser, je ehoisirai les exemples suivants, qui sont de 





premiere simplicite. 
Si entre les co@fficients 4, B et € de l’@quation lindaire 
Ay+Bzs+Ct=0 
il existe une equation de condition €galement Tineaire, un m&me couple 
de valeurs de x et y satisfera toujours a l’Equation precedente, quelles 
que soient du reste les valeurs des co@flicients de cette &quation. 
Si Ion connait trois couples de valeurs de x et y qui satisfont ä 
P’equation suivante 
Ay—a)+Bey+Dy+ExtFf= 0 
on deduira lineairement de ces trois couples un quatrieme qui satisfera 
egalement ü la m&me &quation. 
Si quatre quations lineaires de condition sont donnees entre les 
coefficients de Yequation suivante: 
Ay’+Bxy+Cx+Dy+Exs+F=0, 
il y aura toujours les m@mes quatre couples de valeurs de x et y qui sa- 
tisferont ä cette @quation. 


I. 


Il y a un autre mode de generaliser les theoremes I. et U. et d’en 


multiplier les applications. 


Parmi les (tet _,) couples de valeurs qui satisfont a V’e= 





1.2 
* [4 1€ ’ R 
quation generale du 2“”“ degre: 


. Dd.y)= 0 

















r .. “ . . . % 
5. FPlücker, thlorömes sur les equetions a plusieurs inconnues. 51 


. [4 \ “ » 5 “ 
et qui dans les theoremes, que nous venons de citer sont pris arbitraire= 


(p+1)(p-+2) 
1.2 


pletement une &quation du p'"* degre, que nous repr6senterons par 


2. du) =t, 
et qui est satisfaite par chacun de ces couples. Supposons en outre, en 





ment, choississons en ü volonte ( 1) qui determineront com- 


fesant 


2 m per, 


que les couples restants, au nombre de 


(n—1)(n— 2) (p+H1)(pP +29 ER! (g—1)(g—?) 
1.2 —2—( Ka 1) ey 1> 


satisfassent tous A une möme dquation queleonque du 9° degre: 
3. Pas 
Tout ceci admis, il est Evident que V’eqmation gendrale (1.) comprendra en 











particulier l’@quation suivante: 

4. D,a,y)D,(0,y) = 0. 
Done tous les autres couples, qui d’apres nos theorcmes satisfont a l’equa- 
tion generale (1.), satisferont Egalement ä l’&quation (4.), c’est-A-dire ou 
a lequation (2.) ou a Pequation (3.). Le nombre des couples qui satis- 
font en m&me tems aux deux equations (1.) et (3.) s’elevant A ng5 il 





. (— (a —2) le . » \ RTL see 
suit que les (29 — couples qui, d’apres nos suppositions, sont 





1.2 
(a —1)(g—2) , 
de ce nombre, en comportent 75 conples nouveaux,. Le theo- 


x . e , [4 I, .\ . 
reme ainsi demontre peut s’enoncer de ia maniere suivante. 


a i (4 — 1)(9— 2) , " 
IV. Si Fon connait (ng — a couples des racines de 





‚ nd ie Pi z . , 
deux Equations du n“” et du q”“ degre entre deux inconnues, nm etant 


plus grand gue q et q plus grand que 2, !on en deduira les u 





couples des racines restantes sans recourir aux equations proposees, en 
Jonction des racines connues et par la resolution de deux eyuations du 


(“ u ee degre. 





1 2 2 
En fesant 2== 9, nous retombons sur les theor&mes du numero 4. 
6. 


Passons maintenant ü l’equation generale d’un degre quelcongque 


entre les /rois inconnues x, y et z que nous representerons par 
1. D, (x, Ys z) 2 0. 
Y% 
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(n+1)(n-+2) (r+3) __ 1) . 





Le nombre de ses constantes est egal ä ( ; et on 


1.2.9 
peut les determiner par des dquations lin@aires quand on connait un pareil 
nombre de groupes de trois valeurs (prises au hazard) qui verifient ’&qua- 
tion proposde,. Mais si, en particulier, ces groupes de trois valeurs sont 
choisis de maniere ü verifier en möme temps une autre dquation guelcon- 
gue du m&@me degre: 
- 92) = 0, 
ce nombre n'est plus suffissant pour determiner les co@fficients de l’equa- 
tion (1.). Il est @evident m&me, que le nombre infini des groupes de trois 
valeurs, qui satisfont en m&@me tems ä l’equation (2.), ne suffisent point 
pour ce but; parceque tous satisferont @galement ä l’&quation suivante 
du möme degre: 
9, y, 2) tb. (m, y:2) = 0, 
en y donnant ä u une valeur quelconque. Mais si l’on connait en outre 
un groupe nouveau de valeurs qui satisfont a l’equation (1.), sans satis- 
faire ü l’equation (2.), ce groupe completera la determination lindaire 
des coefficients de l’&quation (1.); d’ou l’on conclüt que, quant ä cette 
("—1)(a—Y(n— 3) 
1.2.3 
valents a une infinit@ de pareils groupes, qui conviennent @galement a une 
seconde @quation quelconque du mä@me degre entre x, y et z. 





determination, ( 2) groupes, pris au hazard, sont equi- 


Ajoutons aux deux &quations (1.) et (2.) une troisicme dquation du 

m&me degre, que nous representerons par 
3. Yn (0, y,2) = 0% 
Alors il y a n? groupes de valeurs des trois inconnues qui satisfont non 
seulement ä ces trois &quations (1.), (2.) et (3.) mais encore ü toutes les 
©quations du mä@me degre, que contient l’expression suivante, en y regar- 
dant & et v comme arbitraires: 
9,(,y,2) + RUM (2, Y2) + YXn (3192) = 0% 

En connaissant les rn? groupes de valeurs en question, l’on retombe done 
indiff&erement sur une quelconque de ces @quations. Si l’on veut que ce 
soit en particulier l’&quation (1.), il suffit de connaitre en outre deux grou- 
pes de valeurs quelconques &,, yı, & et 2, Yı5 &, qui satisfont a VE- 
quation (1.) sans satisfaire a aucune des deux &quations (2.) et (3.). Car 


alors on a 
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D, (X; Ys»23)=0, Yn (Ks Yıs 2) 0, X (2 Ys 2) 0; 


D,(22,Y,,2)=0, (2,12) 0, X (22 Yo 2)=0; 
et pour que les deux m&mes groupes verilient l’&quation (3.), il faut que 
les indetermindes u et y deviennent zero. De lü on conclüt que, quant 


(n+1)(n-+2)(n+ 3) ER 


123 ) groupes de 


valeurs, pris au hazard, sont dquivalents a 7° groupes, choisis tels, qu'ils 





a la determination de l’equation (1.), ( 


satisfont @galement ü deux autres @quations guelcongues du m&me degre 
entre x, yet 
Nous sommes parvenu ainsi aux th@oremes suivants, en posant pour 


(n+H1)(n +2) (n+3) ,__ 
1.2.3 


V. Si lon donne a trois quantites variables successivement 





abreger 


(N—1) groupes de valeurs quelcongues et si l'on suppose que ces va- 
leurs satisfont a une Eguation qguelcongue du n”“ degre entre les trois 
variables: ıl y aura une Infinite de tels groupes, dependant unigque- 
ment des groupes donnes, gui satisferont tous a cette meme Equation. 

VI. Si Fon donne a trois guantites variables successivement 
(N—2) groupes de valeurs, pris a volonte, et si Fon suppose que ces 
groupes satisfont a une equation quelcongue du n‘”“ degre entre les trois 
variables: Il y aura toujours (®—N-+?2) groupes de valeurs nouveaux 
et dependant uniguement des groupes donnes, gui satisferont a cette 
meme equation. 

vl. 5: on connoit (N—1) groupes de valeurs, qui satisfont en 
meme temps a deux Eyuations du n“”“ degre entre trois inconnues, Von 
obtiendra une infinite de tels groupes, sans avoir recours aux deux 
Eguations proposedes. 

VII. Si Ton connait (N—?) groupes de racines de trois eyua- 
tions donndes du n“"° degre entre trois inconnues, l’on en deduira les 
("’—N-+-?2) groupes de racines restantes sans anoir recours aux equa- 
tions donnees. 

7. 

D’apres le mode de gen£ralisation du numero 4. nous obtenons sur 
le champ les theoremes suivants. 

IX. Si parmi les coöfficients de l’eguation generale du n“"* de- 
gre entre trois variables il y en a m de donnes, ou bien encore, si 
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m eguations lindaires de condition ont lieu entre ces eoüäfficients, il en 
resultera Ä 
1°. Que, (N—m—1) groupes donnes des trois variables gui veri- 
fient lequation generale, en comportent un nombre infini; 
2°. Que (N—m-—.2?) groupes donnes en comportert ("—N-+-m-H-?) 
groupes nouveaux. 

L’on peut prendre le nombre m arbitrairement, dans le premier 
cas entre les limites O et (Y—2), et dans le second cas entre les limites 
0 et (N—3). 

8. 


. 1 2 Ä 
Fesons z=p-+-9 et id PT al nu —1=P}), et supposens que 





lon prenne ü volonte parmi les (//—1) groupes du theor&me V. qui ve- 


rifient l’equation 
1. D,. (2, Y, %) =0 


un nombre P, suffisant pour determiner une &quation du p'** degrd, que 
nous repr@senterons par 


de. D,(2,y,2) = 0, 
Supposons en outre que les groupes restants, au nombre de (Y— P—1) 
satisfassent tous ü une möme quation du 9" degre, representde par 

3. Bd, y2) =0. 
Dans ce cas l’@quation (1.) comprendra comme cas partieulier la suivaute: 

. nd: = 0, 

d’oü Fon conclut que linfinit@ des groupes qui, d’apres le th&oreme cite, 
satisfont ä toutes les Equations (1.), verifient @galement soit l’Cquation (2.) 
soit J’@quation (3.), et de la on tire le theorcme suivant: 


X. 3i Ton connoit 


7 > 3 (u +1) (a +2) (a +3) ("—4-41)(n—q-+2) (n—q-+3) 
N-P—1l= „r= a >. [REN 


Due re | 








groupes de trois valeurs gui satisfont en meme tems & deux Eguations 
entre x, y et z, dont l’une seleve au n“”“ et Fautre au g""" degre, Von 
en deduira une infinite de pareils groupes sans anvoir recours a ces 





equations. 
9. 
Fösons en outre 
r+1 9 3\ 
n=r+5, u Aa A —lil=-ÄÜ, 


et supposons que les equations suivantes 
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D, (8, Y> 2) zu v, D, (2,Y; z) D, (a, Y» z) m. 0, D, (se, Y; 2) D, (x, Y; 2) == 0, 
qui s’el&vent toutes les trois au 2" degr@, aient (V—?) groupes de ra- 
eines donndes. II en suit, d’apres le theoreme VI., qualors tous leurs 
groupes de racines, au nombre de 2°, sont determinds. Sur ces n° sroupes 
de raeines, il y en a 29s qui appartiennent aux trois Equations suivantes: 

3. D, (®; Y 2)=0, D, (2 Y; 2)=0, D, (2, 2,0. 
Distribuons les (/V—2) groupes de racines en question de manicre, 


qu'il en viennent u aiac 
P sur l’equation: D,(x,y,2)= 0, 


At er Ey, 2 en 
Ces nombres de groupes sont suffisants pour determiner ces deux &quations. 
Des (V—2?) groupes restent done 
(/— P—2) pour lF’equation: P,(x, y,2) = 0, 
(N—R—-2) - - - dan D)=0, 
de sorte qu’il y en a (V—P— R—?) qui appartiennent aux trois equa- 
tions (5.). Da lü le theoreme suivant. 


XI. 87 Fon connait 
N—-P—-R— 2 = 
(n+4)(o+2)(n+3) ir (n—q-H-1)(r —g+2)(n—q+3) ": (v—s4+1)(u—s-+2)(n—s+3) ka 
1.2.93 1.2.3 1.2.3 
groupes des racines de trois equations entre trois inconnues et dont les 








degres s’elevent respectivement an,qets: lon en deduira tous les 
autres groupes, sans avolr recours aux frois Eeyuations proposdes. 

Ainsi, par exemple, sur les 60 groupes des racines de trois equa- 
tions du 3”, 4° et 5° degre, 41, pris a volont@, comportent les 19, 
qui restent. 
10. 

Nous pouvons maintenant etendre sans difhicult& les r&sultats aux- 
quels nous sommes parvenus jusqu’ici a des @quations d’un degre& quelcon- 
que et entre un nombre quelcongque d’inconnues. Nous parvenons ainsi, 
en gen£ralisant le theor&me IX., qui, si Fon pose m =0, comprend les 
precedents, au theor&me suivant, en designant, pour abreger, par S le 
nombre des co&@fficients de l’equation d’un degr& 2 quelconque entre g in- 
connues, et par A un nombre arbitraire >1 et <g. 

XII. Si parmi les coöfficients de lPeguation generale du n'”* de- 
gre entre g variables, il y en a m de donnes, ou bien encore si m &qua- 
tions lineaires de condition ont lieu entre ces coöfficients, il en resultera: 
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1. Que (S—m—(g—h)) groupes donnes des g variables, gui verifient 
l’eguation generale, en comportent un nomöre infini de pareils grou- 
pes, de sorte que, dans tous ces groupes l’on peut prendre a volonte 


les valeurs de (h—1) des g variables; 


2°. Que (S—m—(g-1)) groupes donnes en comportent (n’— S+m+g—1) 


groupes nyuveaux, 


Pour appliquer ces theor&mes, cherchons d’abord le nombre S, £gal 
au nombre des termes de l’equation generale moins un. L’on voit aisd- 
ment que les colonnes horizontales suivantes indiquent le nombre des ter- 
mes, dans lesquels les variables au nombre de g, s’Clevent respectivement 


aux degres 1,2, 3,4....n. 





























5 
e(g—1) 
rn 
e(s—1l) , ele—Dls—) 
+2 eu + 1 .. Ss 
„elg—1) s(e—1l)(e—2) ,„ sle Ne —Y (ge —3 
erste ren w 1.2.3.4 
ia 38 ‚el(e—1) (n—1)(n—?2) e(r—1\(r—?) 
KERN UFTZRR ee zz 


AN (a — I)(n— 2)(n—3) (gs —1) (gs — 2) (ge —3) 
Ku 1.2.3.4 4 





Le nombre cherche est done la somme de tous ces termes pour laquelle 


on obtient: 
n(n—1) e(e—1) , nm —N(n—2) s(s—1)(e —?) 











Ss ae NE mpeg am . 
Ne r 1:2 u. .2.— m’ 2 
ra NR-Ya—d) EE-VDE-NE-I) Leo 
1.2.3.4 e 1.2.3.4 ‚ 


in nous bornant au second degr@ nous aurons 


I a R 
FE A Tarheinh, 





Le dernier theorecme, en y posant 2 —=(, fait voir que, dans ce cas, des 
! . rd . * 
2? groupes des racines de g equations entre £ inconnues, un nombre de 


u 


vroupes eoal a 
” hal y Rn 


oO 











1.2 we 1.2 
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en comportent les groupes restants au nombre de 


g (+1) 
ze een; 


Ainsı donc 


7 groupes en eomportent 1 pour F=35, 
ll - - - - 2. In gm, 
16 - - - .46- -> gg), 
5 ae a E. 5 et g=b, 
etc, etc, 

11. 


Enfin, pour generaliser le theoreme XI. designons la valeur de S 
qui se rapporte a un degr& u quelconque de la manicre suivante: S,. 
Nous aurons alors le theoreme suivant. 


XIM. Si ?on connait 
4 
S, —S.u- ea Sn) en ET Ag (g— 1) 
groupes de racines de g Eyuations entre g Inconnues et selevant respec- 


tivement aux degres n, P, 45 »».. Z'on en deduit tous les autres, sans 
avoir recours a ces Equations, qui restent Incompletement determinees. 


Le 5 Mars 1836. 
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6. 
Neue Siterblichkeits- Tabellen für Wittwen- Cassen. 


(Vom Herrn Rechnungs-Rath Brune zu Berlin,) 





Di. Königlich-Preußsische allgemeine Wittwen- Verpflegungs - Anstalt zu 
Berlin bietet jetzt, in 58jährigen Erfahrungen, aus einer Zahl von 34500 
successive aufgenommenen Ehepaaren, ziemlich brauchbare Data zu Sterblich- 
keits- oder sogenannten Decrementen-Tafeln dar, welche ähnlichen, schon 
bestehenden, oder noch zu errichtenden Instituten zur Prüfung ihres finan- 
ziellen Zustandes, oder zur Basis ihrer Beitrags -Berechnungen dienen kün- 
nen. Indem ich diese Erfahrungen und die daraus bereehneten Tabellen 
hier mittheile, finde ich nöthig, zu beider Verständlichkeit und Würdigung 
folgende Bemerkungen beizufügen. 

Die unter der Rubrik „Erfahrung von 1776 bis 1834” stehenden 
Zahlen von Lebenden sind die Summen der im Anfange aller 58 Recep- 
tions- Jahre von jedem Alter vorhanden gewesenen Individuen ®). Ich habe 
sie indireet auf folgende Art ermittelt. Von den zuerst, bei Eröffnung der 
Anstalt, aufgenommenen Individuen, welche die anfängliche Summe der 
lebenden bilden, sind die während des ersten Jahres wieder abgegange- 
nen nach gleichen Altern in Abzug gebracht, und der Bestand ist um ein 
Jahr des Alters höher gerückt, worauf zu demselben die beim Beginn des 
zweiten Receptions- Jahres aufgenommenen wiederum nach gleichen Altern 
hinzugesetzt sind und die Summe, also die Anzahl der damals überhaupt 
vorhanden gewesenen Individuen, sich ergeben hat. So ist von Jahr zu Jahr 
mit Abzug der Abgegangenen, Hinaufrückung des Bestandes im Alter, und 
Zuzählung der Aufgenommenen fortgefahren, und am Ende sind die 58 
Summen von Lebenden in eine Total- Summe gebracht worden, 





*) Die Anstalt recipirt jährlich in zwei Terminenz am 1. April und 1. October, und 
berechnet dabei das Alter der Mitglieder vach vollen Jahren, dergestalt, dafs weniger als 6 Mo- 
nate gar nicht, 6 Monate und darüber aber für ein volles Jahr gezählt werden. Es laufen 
daher, indem man bei ganzen Jahren stehen bleibt, zwei Reihen von Receptions - Jahren, nem- 
lich von April zu April, und von Oetober zu October, neben einander. Beide sind erst für sich 
besonders durchgenommen und sodaun nach ihren Resultaten zusammen gestellt, 
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Direct gezählt dagegen sind die Summen der in den 58 Jahren über- 
haupt theils ausgeschiedenen, theils gestorbenen Individuen; wobei das Alter 
derselben nach jenem zur Zeit ihrer Aufnahme, und nach den inzwischen 
verflossenen vollen Jahren berechnet ist. Unter ausgeschiedenen ver- 
stehe ich die exeludirten oder freiwillig zurückgetretenen Paare, die Witt- 
wer, und diejenigen Wittwen, welche, theils wegen des schon im ersten 
Jahre nach der Aufnahme erfolgten Todes der Männer statutenmäfsig nicht 
zum Pensions - Genusse gekommen sind, theils bei Wiederverheirathungen 
sich mit einer Prämie haben abfinden lassen. 

Da in der Berechnung der lebend vorhanden gewesenen Individuen 
die im Laufe eines Jabres successive ausgeschiedenen erst am Ende des- 
selben abgesetzt, mithin so angesehen sind, als wären sie alle bis dahin 
noch am Leben geblieben, welches doch nicht ganz vorausgesetzt werden 
kann: so mufste, um ein richtigeres Sterblichkeitsverhältnifs heraus zu 
bringen, die Summe der lebenden noch corrigirt werden. Denn es sind 
von den ausgeschiedenen die noch im selbigen Jahre gestorbenen nicht 
bekannt, diese also unter der Summe der aufgezeichneten Todten nicht 
mit enthalten. Jene Correctur ist daher dureh die zuläfsliche Annahme g0- 
scheben, dafs von den ausgeschiedenen Individuen die eine Hälfte in der 
Mitte, die andere Hälfte am Ende des Jahres abgegangen sei, mithin die 
ganze jährliche Anzahl derselben die erste Hälfte, die halbe Anzahl aber 
auch die zweite Hälfte des Jahres vollständig durchlebt habe; woraus denn 
folgt, dals im Durchschnitte drei Viertheile der jährlichen Anzahl als solche 
anzusehen sind, welche zu der für das selbige Jahr aufgezeichneten Anzahl 
aller gestorbenen contribuirt haben. Diese drei Viertheile also können 
nur unter der Summe der Lebenden für den Anfang des Jahres stehen 
bleiben, und die Rubrik ,‚Corrigirte Zahlen der Lebenden” enthält daher 
die um ein Viertheil verminderten Zahlen der ersten Columne. 

Indem nun die so corrigirten Zahlen der Lebenden durch die ih- 
nen correspondirenden Zahlen der Gestorbenen dividirt werden, erhält man 
in den Quotienten die Sterblichkeitsverhältnisse für jedes Alter, nemlich die 
durchschnittlichen Zahlen derjenigen Lebenden, von welchen jährlich einer 
gestorben ist *). ‚Diese Verhältnisse aber fallen bei aufeinander folgenden 





*) Will man die jährlichen Durchschoitte der Lebenden und. der Gestorbenen am sie 

) J r Cr . SIc 
wissen: so mufs ımah freilich die Angegebenen Zahlen durch 58 dividireo; in dem Verbält- 
nisse dieser Zahlen aber wird dadurch begreiflich nichts geäodert. 


8 * 
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Altersjahren so sehr verschieden und abspringend unter sich aus, dafs sie, 
einzeln genommen, zur Basis der Decrementen-Tafeln nicht gebraucht 
werden können. Daher habe ich sie noch nach Quinquennien zusammen- 
gezogen, dadurch, dals die Summe der Lebenden jedes Quinquenniums durch 
die Summe der Gestorbenen desselben dividirt ist. So haben sich sum- 
wmarische Verbältnisse ergeben, welche unter sich ziemlich gute harmoni- 
sche Reihen bilden und Stetigkeit haltende Interpolationen auf die einzel- 
nen Jahre des Alters gestatten. Nur ist es in der Tabelle über die Sterb- 
lichkeit der Frauen und Wittwen noch zweckmälsig gewesen, zur Erlan- 
gung besserer Harmonie und Stetigkeit, die beiden Quinquennien vom 36sten 
bis zum 40sten und vom 4lsten bis zum 45sten Jahre in ein Decennium 
zusammen zu ziehen. 

Aus diesen Verhältnissen habe ich nun die beiden Decrementen - Ta- 
feln dergestalt berechnet, dafs ich für das Alter von 20 Jahren eine An- 
zahl von 10000 Lebenden angenommen, und hiernach gesucht habe, nicht 
nur in jedem Quinquennio, (resp. in dem oben erwähnten Decennio,) die 
nemlichen Verhältnisse möglichst genau wieder zu erhalten, sondern auch 
in sämmtlichen Zahlen der Tafeln möglichst harmonische, stetig zu- oder 
abnehmende Reihen zu bilden. Ganz zutreffend war dies, ohne bei den 
Zahlen der Lebenden und der Sterbenden in Brüche zu fallen, nicht zu 
erreichen; es zeigen aber die Tafeln durchgängig eine sehr befriedigende 
Übereinstimmung mit den Erfahrungs- Sätzen. 

Besonders merkwürdig sind in den vorliegenden Erfahrungen und 
Tabellen die Unterschiede der Sterblichkeits - Verhältnisse des mänhlichen 
und des weiblichen Geschlechts bei gleichen Altern. Bis zum 25sten Jahre 
hin. ist sogar die Sterblichkeit der Frauen doppelt so grofs, als die der 
Männer. Der Grund hiervon liegt wesentlich darin, dals die Anstalt nur 
solche Männer aufnimmt, welche ihre vollkommene Gesundheit nachwei- 
sen, und dals von den Frauen, nach deren Gesundheit übrigens nicht ge- 
fragt wird, viele in Wochenbetten sterben. Erst vom 39sten Lebensjahre 
ab sind die Sterblichkeitsverhältnisse günstiger für die Frauen, als für die 
Männer, und das höchste Alter geht sogar bei jenen bis zu 99, bei diesen 


nur bis zu 87 Jahren. Auch ist mur bis zum: 24sten Jahre die mittlere 


Lebensdauer der Frauen unerheblich kleiner, als die der Männer, woge- 
gen sie weiterhin, und beim 40sten Jahre um fast zwei Jahre, grölser ist. 





























bende : Corrigirte 
Alter. ' zu we Zahlen 
Anfange , » der 
der Jalıre. dene, bene. Lebenden. 

Jahre, 

20 6 - et 6 
21 39 - 1 39 
22 ti4 2 1 114 
& 258 3 4 287 
24 667 16 6 663 
25 3404 26 4 1398 
26 2423 39 15 2413 
27 38311 60 24 3796 
28 9266 91 25 3243 
29 6759 99 63 6734 
30 ii 12 097 8225 
31 9520 135 63 9486 
32 10684 154 102 10645 
33 11594 178 105 11550 
34 12394 180 131 12349 
35 12985 192 121 12937 
36 13327 189 129 13280 
37 13459 210 155 15406 
38 13429 198 166 13380 
39 13372 208 171 13320 
409 135313 194 175 13265 
41 13093 173 164 13050 
42 12802 190 158 12755 
43 12472 191 206 12424 
44 12082 147 196 12045 
45 11728 170 181 11685 
46 11301 148 193 11264 
47 10829 129 197 10797 
48 10444 161 192 10404 
49 10004 3142 185 9969 
50 959 146 184 9557 
51 9151 162 181 911 
52 8710 121 207 8680 
53 8265 133 19 8232 
34 7803 119 209 77173 
595 7341 120 198 7311 
56 6837 127 197 6805 
57 6328 114 193 6300 
58 9053 12 179 5825 
59 5418 104 219 5392 
60 4880 77 188 4861 


Erfahrung von 1776 bis 1 
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1. 


Sterblichkeit der Männer. 


schnitt jährlich 





u 





Im 


Im Quin- 


einzelnen quennio 


Alter 
Einer 
von 


39.00 
1314,00 
71,75 
110.50 
349.50 
160.87 
158,17 
209.72 
106,89 
144.30 
150.57 
104,36 
110,01 
94.27 
106,93 
102,95 
84,55 
80,60 
77,89 
75,80 


79,57 
80,73 
60,31 
61,45 
64,56 
393,36 
54,81 
54,19 
33,89 
01,94 


30,34 
41,93 
42,22 
37,19 
36,92 
34,54 
32,0% 
32,54 
24,62 
25,86 


FEinei 
von 


109,14 


83,73 


68,46 


41,50 


29,90 


Es starb also iin Durch- 
834. . 


Deerementen - Tafel. 





EEE 


des Alters Lebende. 


10009 
9038 
08765 
0333 
0750 
00637 
9623 
9559 
9494 
9423 
9361 
92923 
921: 
g141 
9057 
8965 
8374 
8776 
8675 
8571 
8465 
8356 
8244 
8129 
8010 
7888 


7763 
7634 
7501 
7364 
7223 
7077 
6926 
6770 
6608 
6439 
6263 
6050 


9890 


5693 
5489 


m von n nn 
Er TEE e 
eo ae 


rn 
= ie 
en be 


Ks stirbt also jährlich 
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RE a Mittlere 
Ster- Im einzel- im Quin- 
bende. nen Alter 


Einer 
von 
161,29 
160.29 
150,75 
155,78 
154,76 
151,36 


118.19 
108,82 
103,76 


05,40 


90,53 
86,89 
83.41 
80.86 


77,66 


74,61 
71,69 
68,31 
695,66 
63,10 
60,18 
37,40 
54,75 
52,23 


49,47 


46,87 
44.40 
41.79 
39.10 
36.59 
34,22 
32.00 
29.90 
27,90 
26 14 


quennio 


des Alters 


Kine won 


156,66 


143,39 


109,28 


68,51 


34,64 


41,50 


29,89 


l,ebens- 


dauer. 
Jahre, 


39,00 
38,59 
35,0 
37,33 
36,57 
39,81 
35,04 
34,27 
33,30 
32,73 


31,96 
31,19 
30.43 
29,69 
28.96 


26 4 
in Ö , um" 


2754 
26,84 
26,15 
25.46 
24.77 
24,09 
23,41 
22,73 
22,06 
21,40 
20,74 
20,08 
19,42 
18,77 
18,13 
17.49 
16,86 
16,24 
35.63 
15,02 
14.43 
13,85 
13,28 
12,72 
12,18 
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Erfahrung von 1776 bis 1834. 


Es starb also im Durchı- 


schnitt jährlich 


Decrementen - Tafel. 


A 











Alter. ım 


J: 


LITAS 
A 


Gi 
62 
63 
64 
65 
66 


ne Zu Zu 2 
19 WB N 


Ya Ye LP: A ns 
* N Rn, ns u den X 


Re 9 
user? 


FT 


ıhre, 


er a ae en Es stirbtalso jührlich 
Lebende Ausge- Ge- ae einzelnen quennio Ster- im slsel. Aue Puewe 
Anfange Schie- stor- der Alter des Alters Lebende. bende, nen Alter quennio Le re 
der Jahre, dene. bene. f openden,. Finer Einer Einer des Alters dauer: 
— von von Einer von Jahre. 
4442 8 192 4421 2303 2279 216 24.44 11,65 
4004 95 162 3980 24,57 063 222 22,81 311,12 
3606 87 169 3584 2121 2122 4841 228 2123 21,21 10,61 
3177 82 160 3157 19,73 4613 234 19,71 10,11 
2503 58 102 2788 2721 43579 240 18,25 9,62 
2487 77 136 2468 18,15 4139 246 16,83 9,15 
2154 80 167 2141 12,08 3893 251 1551 8,69 
1539 60 130 1824 1403 1441 3642 254 1434 1443 8,26 
1568 59 104 1553 14,93 3388 255 13,29 7,84 
1334 453 109 1323 12,14 3153 255 12,29 7,4 
1132 39 106 1122 10,58 2878 254 11,33 7,05 
050 40 101 940 9,31 2624 250 10,50 6,69 
718 28 79 771 9,76 10,00 2374 242 981 10,00 6,34 
642 0o1 70 634 9,05 2132 250 09,27 6,00 
809 24 41 803 12,39 1902 215 8,85 9,66 
21 253 49 415 8,47 1687 199 8,48 9,33 
317 13 3) 314 8,97 1483 183 8,13 4.98 
239 H 34 256 8,00 778 1305 168 7,77 7,17 4,60 
205 6) 31 203 6,30 1137 155 7,34 4,21 
153 2 2 150 6,00 982 144 6,82 3,79 
109 I 17 108 6,35 838 135 6,21 3,35 
rk “ 21 78 3,71 703 128 9,49 2,90 
48 5 12 47 3,92 97/9 123 4,67 2.44 
2 3 A 27 65 44 42 18 38 386 197 
18: 20.8... 334 114 2,93 1,49 
& 2 4 ie) 2,00 220 111 1,98 1,00 
2 2 2 1.00 109 109 1,00 0.50 


Yanı 





























6b. Brune, neue Sterblichkeitg- Tabellen für Wittwen- Cassen. 


2. Sterblichkeit der Frauen und Wittwen. 


Erfahrung von 1776 bis 1834. 


Es starb also im Durch- 


schnitt jährlich 
an 


Decrementen - Tafel. 
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R . nalen veestg Er pre 
u: m m (Quin- „Ss suybt also jahriıcl 
h Lebende Ausge- Ge- ei sinzekiee a ensie ln mm reden Vittlere 
Alter. im ar Zahlen Ster- im einzel- ım Quin a 
Anfange Schie--  stor- der Alter des Alters Abende. bende. nen Alter  quennio . arg 
der Jahre. dene, bene. [,penden. Kine Eine Eine des Alters "N 
Jahre. ven von von Kine von Jahre, 
Ba I et 1 - 10809 181 59,72 40,65 
16 107 - 1 107 107,00 30625 171 6235 40,55 
17 372 4 8 371 46,40 10457 161 6453 39.98 
18 934 11 17 031 54,76 65,87 10256 152 6774 65,89 39,60 
19: 1921 9 26 1919 7381 Ii014+ 144 70,44 39,539 
20 3i74 10 4 3172 65,56 10000 137 72,99 38,75 
21 4653 19 64 4648 72,63 9863 131 7529 38,28 
22 6225 30 685 6217 91,43 9732 125 77,86 37,78 
23 7842 59 96 7832 81,58 80,19 9607 119 80,73 80,24 37,27 
24 979 37 125 940 75,76 9488 114 83.023 36,73 
25 10900 56 134 108856 8124 9374 110 8522 36,17 
26 122285 53 157 12215 77,80 9264 106 87409 39,60 
27 13344 49 142 13334 93,20 0158 103 88,01 39,00 
28 14202 49 150 14280 95,20 88,80 9055 101 89,05 88,79 3439 
29 14831 59 171 14796 86,53 8954 100 8954 33,78 
30 15191 65 166 15175 91,42 8854 100 88,54 33,15 
31 15309 49 186 15297 82,25 8754 100 87,54 32,93 
32 15160 54 159 15146 95.26 8654 100 86,54 31,90 
33 14996 45 180 14985 8325 8585 8554 100 8554 85,88 31,26 
34 14689 45 166 1467 88,42 8454 99 85,39 30,63 
35 14335 32 176 14327 81,40 8359 99 84,39 29,98 
36 13980 40 174 13970 80,75) 8256 98 8424) 29.33 
37 135541 45 188 13530 71,97 8158 95 83.24 28.68 
38 13019 5% 161 13010 80,81 78,48 8060 98 8224 82,38 28,02 
39 12665 3# 162 12657 7813 7%2 07 82,08 27,37 
40 12293 27 150 12256 8191|... 7865 97 8108|. 26,70 
41 11868 35 155 11859 7651|" 7768 97 soo] 2602 
42 11405 34 119 11397 97,77 7671 98 7828 29.39 
43 10926 31 115 10918 94941 8178 7573 98 77281 7703 24.607 
44 10516 27 131 10509 8022 7475 98 76,28 23,99 
45 WII 20 150 10113 67,42) 7377 99 74,52) 23,30 
46 9639 10 140 9637 68,79 275 100 72,78 22,61 
47 910 12 125 207 73,66 7178 11 71,07 21,91 
48 8839 21 137 8834 6448 6858 707 105 6871 6856 2122 
49 84535 16 99 8431 85,16 6974 105 66.42 20,52 
50 8062 6 1453 8060 56,37 6869 107 6,20 19,83 
51 7662 14 108 76585 70,91 6762 110 61,47 19,14 
52 7295 9 147 7293 49,61 6652 115 57,84 18.45 
53 6891 14 141 687 4884 53,78 6537 121 54,02 53,80 17,76 
54 6450 6 127 6479 51,02 6416 127 50,52 17,09 
55 6is4 3 18 6153 5214 6289 134 46,93 16,42 

















64 IErune, neue Sterblichkeits- Tabellen für Wittwen - Cassen. 
Erfahrung von 1776 bis 1834. Es schnitt fährlieh Deerementen - Fafel. 
rs Br a a Es stirbt also jährlich 
PFORR Is ou ” Ausge- Ge- pe ide einzelnen quennio Steyr. im einzel- im Quin> Bar 
Anfange SChie- - stor- der Alter des Alters Lebende. bende. nen Alter quennio d 
der Jahre, Jene. bene. gu Eine Ein‘ Eines‘ des Alters FUET- 
Jahre, yon von von Eine‘ von Jahre. 
56 5805 10 139 5802 41,47 6155 141 43,65 15,77 
57 9442 9 139 5441 59,14 6014 149 40,36 15,13 
55 506 5 16 5095 3514 3737 5865 157 3736 3731 14,50 
99 4735 4 136 4734 34,81 8708 165 34,59 13,88 
60 4379 2 122 4378 35,89 5343 173 32,04 13,28 
61 4099 2 139 4099 29,49 8370 181 29,67 12,69 
62 3757 2 137 3756 27,42 8189 189 27,56 12,12 
63 33459 2 142 3459 24,36 25,31 5000 197 25338 25,34 11,56 
64 3151 1 158 3151 22,83 48038 205 23,43 11,01 
63 2869 - 129 2869 22,24 4598 213 21,59 10,48 
66 2596 1 138 259% 1881 4385 22 19,75 9,97 
617 22953 3 23 292 1791 4163 231 18,02 9,47 
68 2032 1 323 2032 1652 1668 3932 238 16,52 16,67 9,00 
69 1801 2 105 1800 17,14 3694 242 15,22 8,99 
70 1585 ı 124 1588 12,81 3452 244 14,15 8,11 
71 1383 - 93 13853 14,87 3208 245 13,09 7,69 
72 1222 - 13 12222 10,31 29063 246 12,08 7,28 
3 mE - 9% 10947 1091 1109 2717 246 1108 1110 6,89 
74 89 - 87 897 10,31 2471 245 10,09 0,53 
5 a ı ı 72 848 2226 242 920 6,20 
7 6% -)..99 Gi 8,06 1954 236 8,41 9,89 
77 329 - 73 329 7,25 1745 224 7,80 9,62 
sam - 5 227 77% 7 24 206 740: 76 537 
7) 344 R 46 344 7,45 1318 184 7,16 9,13 
= 1 3:00 Beam 1134 162 7,00 4,88 
1 21 -: 9 Al. 62 972 15 670 4,61 
82 160 - 25 160 6,30 827 134 6,17 4,34 
83 12 - 24 22 9,08 9,71 63 16 550 570 4,08 
"7 er eg a 567 14 49 3,87 
s- 1 WB "nam 453 97 46 3,72 
Br; ei rn 356 79 4351 3,60 
7 4 -: 8 3:02 27 602 449 3,49 
SR 22 d 3 22 7,33 433 215 49 4390 439 335 
m 5 ,. 00 166 39 4% 3,19 
a 5 eu 127 31 4% 3,01 
BE 3: - Fin FO % 24 40 2,82 
92 EC 6 v 12 .::299 879 2,60 
93 6 ; - 6 - 3 15 3,93 2,35 
a = 36 u 2,08 
A 4 40 40 26 9 289 332 181 
u 1 3 3,00 7 7 28 1,50 
97 Be. 2 200 10 5 200 1,20 
98 } i 1 . ae © 0,90 
99 \ ı 100 2 2 10 0,50 
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T. 
Über einige Aufgaben und Lehrsätze des Herrn 
Prof. Steiner. 


(Von dem Herrn Stud. Dippe zu Halle.) 





Lebrsatz über die Lemniscate (Bd.14. Hft.1. S.88. No.1.). 


ET man in der Hauptachse DE (Fig. 9.) einer gewöhnlichen 
Lemniscate den Punct F oder G, welcher zu den Scheiteln dieser Achse 
D, E und dem einen oder andern Grundpuncte f oder B der vierte dem 
ietztern zugeordnete harmonische Punct ist, und füllet aus diesem Puncte 
auf irgend einen reellen Durchmesser der Curve ein Perpendikel F// oder 
GÄ: sc ist das Rechteck unter den Abständen des Fulspunctes dieses Per- 
pendikels von den Endpuncten jenes Durchmessers, also das Rechteck 
HL.HIN, oder XÄN.KL, für alle Durchmesser von constantem Inhalt, und 
zwar ist dieser Inhalt gleich dem Quadrate der halben Hauptachse, d. i. 
— ME‘, und somit gleich dem Flächeninhalte der Curve.” 

Beweis. Die Polargleichung der Lemniscate ist (cf. Magnus 
Aufs. $.62. Gl, 3.) 2 = a? oos?t, 
wo a die halbe Hauptachse bedeutet, M der Pol und ?=0 ist, wenn 
u=ME=.a. 

Durch eine leichte Umformung erhält man 

u? —= a’ (2 cost’—1) und a’ = 2a’ cost’— u”, 
oder, wenn man 2a’ = g" setzt, 
a —= (gcost—u)(gcost+u), 
was die Aussage des obigen Lehrsatzes ist. Denn g=ay?2=MG=MF 
ist die Entfernung des geforderten harmonischen Punctes G: oder F von 
M, wie sich aus der harmonischen Proportion 
DR:BE=DG:EG oder DB+-BE:BE=DG-+EG:EG 

ergiebt, wenn man die Linien alle absolut nimmt. 

Nun ist ferner das Differential eines Sectors 


35H oos2tdt, folglich S=4a "cos 2tdt=al, 


Es ist also das Rechteck LV. NH, und eben so HL.H!N dem Inbalte der 


Leemniscate gleich. 
Crelie's Journal d. M. Bd. XVI. HR. 1. 9 
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Aufgabe (a. a. 0. 8.89. No.4.). 

I) „Wenn die Grundlinien zweier Dreiecke, einzeln genommen, ge- 
geben sind, und wenn die Summe der vier übrigen Seiten gegeben ist, so 
sollen diese letztern einzeln so bestimmt werden, dafs die Summe der Flä- 
cheninhalte beider Dreiecke ein Maximum wird.” 

2) „Wenn die Summe der Flächeniuhalte zweier Dreiecke und ihre 
Grundlinien einzeln gegeben sind, so soll man ihre übrigen 4 Seiten lin- 
den, für den Fall, wo die Summe derselben ein Maximum ist.” 

Auflösung von l. Wie auch die Vertheilung geschehen möge: die 
Dreiecke müssen gleichschenklig sein, damit ein Maximum des Inhalts 
Statt finde. 

Die Grundlinien seien zn und m’, 
die Seiten der Dreiecke « und c’, 
die Winkel an den Grundlinien & und «‘. 


= C 


Dann ist 
\ C 
pr Pr Rn 
cH+c)= C oder ore=7z 
gegeben. 
Die Summe des Inhalts der beiden Dreiecke ist 
z > a RL \ 
1. ; (mo sina- m’c’sin«). 
Damit dieser Werth ein Maximum sei, muls zuvörderst 


m sin ao o-+- m’ sin «’ 00’ + om cosa d «+ a’ m’ cosa'd af 0 





>) 
—. ea; n\ 
c6 
sein. Zur Vereinfachung der Gleichung (2.) dient 
e+o’=c, also dcs +de=0, 
. cos u m sind do a m 00 
3. { K I — Di, 0 ...0. | m 3 EEE 20: >) 
m’ . m! 00° 
ai = of .... sina’oW = Do® 3 
wodurch die Gleichung (2.) übergeht in 
4. msina’ = m’ sind. 


Damit also oben ein Maximum Statt finde, müssen sich die Sinus der 
Winkel an den Grundlinien verhalten, wie diese Grundlinien selbst. 

Um o selbst zu bestimmen, quadrire man die Gleichung (4.). Dies 
giebt, wenn wir statt der Sinus die Cosinus einführen und die Gleichung 


(3.) zu Hülfe nehmen: 


“ 2 
n m C 
== 0, 








2 zu 2C er  — ‚ — 
RT 2 (m*— m'?) 4 (m* — m?) 


— 
\ 
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Die Aufgabe ist also auf elementarem Wege nieht zu construiren, aufser wenn 
m = m‘, 
Alsdaunn ist 
7 = 2 = 07 a 
und die beiden Dreiecke sind also congruent. 

Um zu entscheiden, ob die Wurzeln der Gleichung (5.) alle ei- 
nem Maximum angehören, müssen wir den zweiten Differentialquotienten 
der Gleichung (2.) bilden, und dieselbe zu diesem Ende unter die Form 

6. = [my (4e’— m’) + m'y (4(c— oe) — m‘?)], 
bringen, indem 
esna=;3y (4e’— m’), asina' =;y (4(c— eo) — m’) 


ist. Hieraus folgt 








es mo m'(c— 0 
/ a = _ — 
g 00 V(40?— m?) V (4(c—0,?—m’?) 


8 0o:°S ne 5 m? m’ 
u eo? nz baasase ’ 2 PEN -- A _ Fr . 
(40? — m?) (4(c— 0)? — m’? ? 


Der zweite Differentialquotient ist also beständig nepativ: folglich gehören 
alle reellen Werthe von 7, welche die Gleichung (5.) befriedigen, einem 


und 











wie) 


Maximum an. 
Die Gleichung (5.) hat aber, so lange 
2c>m-tm', 
also so lange noch Dreiecke möglich sind, stets zwei imaginäre und zwei 
reelle, positive Wurzeln. Bezeichnen wir die letztern durch 7, , 7; , 50 ist stets 
0, <c, 7, >e. 
Wir erhalten also für a = c—r im zweiten Falle einen negativen Werth, 
d.h, die Gleichung (5.) enthält die Lösung der obigen Aufgabe, wenn 
tr u;c 
gegeben ist, und es sind beide Fälle nicht von einander zu trennen. 


Auflösung von 2. Auch hier müssen die Dreiecke gleichschenklig 
sein, damit bei jeder beliebigen Vertheilung des gegebenen Flächeninhalts 
die Summe der Seiten ein Minimum sei. 


Bezeichnet man durch ® und ©’ die über den Grundlinien ? 2 und 
« / . . . . . .. . . 
2m’ zu construirenden Dreiecke, so ist die Summe ihrer übrigen 4 Seiten 








2 I 
1 Sum 2p Fee. p 
r m sin & m’ sin. «' ? 


wo a und a‘ wiederum die Winkel an den Grundlinien ? nz und 2 m’ sind. 
g* 
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Soll 5 ein Minimum sein, so muls 























2 En: u ( 6P___yeosade Re‘ og op! cos a". rn 0 
0@ Op \msin« m sin @* m’ sin «@' m’ sina? / 
sein. Mit Hülfe der Gleichungen 
BER, amı 
P+P=(C, op+°V'= 0, 
a a __ 0 cos?« 
3, D = m’ tange, da = er 
Bene Ze ; n..ı._ Iyena”” 
DB’ = m‘ tang u’, cu = — 7a 


geht die Gleiehung (2.) über in 

4. m' sing = msind, 
welches dieselbe Bedingungsgleichung ist, die für den ersten Theil der 
Aufgabe erfüllt werden mufste. Mar erhält daraus zur Bestimmung von ®, 
wenn man statt der Sinus die Tangenten einführt, mit Hülfe der Glei- 


chungen (3.): 
2m°C m® C 


5. P-200 + +m" mm) + = 0, 


17 — m’? 


Der zweite Differentialquotient von S, in Beziehung auf ®, ist 


6 ul 2m? 2m'? 
e 2) p* 2 Das 2\2 7 2? 
(m* +?) (m’* + (C— p)?)® 


also beständig positiv: folglich gehören alle Wurzeln der Gleichung (5.) 











einem Minimum an. 
Die Gleichung (5.) hat stets zwei unmögliche und zwei reelle, po- 


sitive Wurzeln und umschliefst die Lösung der beiden Fälle 
9:0 = 6; 

denn der eine Werth von ® ist stets kleiner, der andere stets grölser als (. 

Ist übrigens n = m', so ist, wie vorhin, 

P=;6, 

und die beiden Dreiecke sind congruent. 

Endlich, wenn ® und ©‘ bestimmt sind, so ergeben sich die Seiten 
Mh PR he"), 


m an 





0 == 





Aufgabe 14. und 15. a. a. 0. 8.91. 
„Läfst man bei einem gegebenen Kreise einen Bogen, von dessen 
Endpuncten der eine fest ist, von Null an stetig wachsen, so beschreibt 
sein Schwerpunct irgend eine krumme Linie. Welche Eigenschaft hat 


diese barycentrische Linie?” etc. 





E 
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Auflösung. Es sei zunächst in der Ebene irgend ein Polygon abedef 
(Fig. 10.) gegeben. Dann liegt der Schwerpunct der ersten Seite ab in 
der Mitte derselben, in 4; der Schwerpunct von ebc in irgend einem 
Punete der die Mitten von @d und dc verbindenden geraden Linie, etwa 
in 2; ferner liegt der Schwerpunct von @abcd auf der geraden Linie, 
welche den Schwerpunct ß mit dem Schwerpuncte von cd verbindet, also 
in y etwa, und so fort in d, & etc. 

Werden nun die Seiten des Polygons immer kleiner, so geht das- 
selbe, an der Grenze, über in eine stetige Curve, an welche die Linien Pr, 
ys, 0t Tangenten sind. In der Grenze fällt aber ? mit e und f zusam- 
men, d.h. der Schwerpunct des Endpunctes eines Bogens ist von dem 
Endpuncte selbst nicht verschieden. Wir erkennen hieraus folgenden Satz: 

„, Die barycentrische Curve, welche von dem Schwerpuncte eines 
wachsenden Bogens irgend einer ebenen Curve beschrieben wird, hat die 
Eigenschaft, dafs jede Tangente an dieselbe durch den beweglichen Endpunct 
des Bogens geht, welchem der Berührungspunct als Schwerpunot angehört.” 

Ist nun ferner irgend ein ebenes Polygon aß yds .... (Fig. 11.) ge- 
geben, so bestimmen sich die Schwerpuncte der Flächen ußy«, uaßyJa ete., 
indem man den Schwerpunct @ des ersten Dreieeks mit dem Schwerpuncte 
b des zweiten durch die Gerade @d verbindet. Daun liegt der Schwer- 
punct von aß ya irgendwo auf @b, etwa in @‘. Eben so liegt der Schwer- 
punet von aßyodsa auf «’c, welche den Schwerpunet von «PYyd« mit 
dem Schwerpuncte des folgenden Dreiecks verbindet etc. 

Geht nun das Polygon über in eine Curve, so wird auch das Poly- 
gon aa’a‘a'’ eine Curve, welche der geometrische Ort der Schwerpuncte 
aller Segmente ist, die von der Curve und einer durch den festen Punet 
a, gehenden beweglichen Sehne begrenzt werden. Die Linien a@’c, «’d, 
a‘''e werden zu Tangenten an die barycentrische Curve. Dies giebt fol- 
genden Satz zu erkennen: 

„Die barycenfrische Curve, welche von dem Schwerpuncte eines 
wachsenden Segmentes, dessen begrenzende Sehne durch einen festen Punct 
der Curve geht, beschrieben wird, hat die Eigenschaft, dals jede Tangente 
an dieselbe die bewegliche Sehne, welche das dem Berührungspuncte zu- 
gehörige Segment begrenzt, in einem constanten Verhältnisse theilt, so 
nemlich, dafs der dem festen Puncte anliegende Abschnitt sich zum andern 
verhalte wie 2 zu 1.” | 
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Denn der Schwerpunct des letzten Elementes eines solchen Seg- 
ments liegt auf der begrenzenden Sehne, und zwar um % derselben vom 


festen Puncte entfernt. 

Man gelangt zu denselben Sätzen durch folgende analytische Be- 
trachtung. | 

Lassen wir einen Körper, eine Fläche oder Linie, nach irgend einem 
Gesetze von Null an wachsen, und bedeuten S die Gröfse eines begrenz- 
ten Theiles des Körpers, der Fläche, der Linie, x, yı 3, die Coordinaten 
des Schwerpunets von S, und (x), (y), (z) die Coordinaten des Schwer- 
puncts des begrenzenden Elementes von S, so ist 


= [e)05, Sy Ines, S4= (ös, 
und, wenn wir &.Yı 3, als veränderlich betrachten, 


Sin=()-n)05, Sy=ly)-y)59, Son=(d)-2)B8, 








woraus folgt: 
- e j > : e 
OY; (v)—yr, Oz, (z)— z, 
pe . 7 = 77 
c (“X Zu. I C IC (x) —%r 


Die letzten Gleichungen zeigen, dafs die Tangente an den Punct 
x,yı2, mit derjenigen geraden Linie zusammenfällt, welche den Berüh- 
rungspunct mit dem Schwerpuncte des letzten Elementes des Körpers etc. 
verbindet, für weichen x, y, x, der Schwerpunet ist. Wir sehen also, 
dafs diese Eigenschaft allen barycentrischen Curven, sie mögen einfacher 
oder doppelter Krümmung sein, gemeinsam und dafs sie eine characteri- 


d 
stische Eigenschaft derselben ist. 

Die Gleichungen der barycentrischen Curven, welche wachsenden 
Bogen, Segmenten etc. bestimmter gegebener Curven angehören, lassen 
sich nur in einzelnen Fällen in endlicher Form darstellen. 

Ist z. B. die gegebene Curve der Kreis 

Yt.—ıa = (0, 
und soll die Curve bestimmt werden, welche der Schwerpuuct eines von 
Null an wachsenden Bogens S beschreibt, so ist 


Sr, = [ia)89= frBS, Sy=/n?S= fy®S, 
indem hier der Schw erpunet eines Elementes mit demselben zusammenfiällt. 


Nun ist | 
> I 
x —=u0008—, y= asiın — 


a P a 


folglich 
r. r Ss m N , * 5 Y . s en y 5 
Or, == 0 cos — 0) =m&6' SsIn — , $ y, = a /sin 268 = a’ (1— cos), 


a a u « a a 
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Ss " * * 
und wenn man — =! setzt, so hat man zur Bestimmung der barycentri- 


schen Curve die beiden Gleichungen 
a sin? ’ a(1— cost) 


le BT { Ri 
Es erhellen aus diesen Gleichungen folgende Eigenschaften : 
1) Es liegt kein Punct der Curve auf der negativen Seite der y. 
2) Die Curve macht eine unendliche Anzahl immer mehr sich ver- 
engender Windungen, und jede Windung berührt die vorhergehenden, 
nebst der Achse der x, im Anfangspuncte der Coordinaten, so oft 
t—= Rk+9dr 
ist, wo für 4 alle ganzen Zahlen von 0 an zu setzen sind, 


3) Die Achse der y wird, aulser im Anfangspunete, wo die Curve 
unendlich viele Male dieselbe schneidet, noch in unendlich vielen verschie- 


denen Puncten geschnitten, so oft 


t= 2k+1)7 


ist, und diese Puncte selbt sind gegeben durch 
2a 
(N) = SrıTe' 


Eine Gleichung zwischen y, und x, lälst sich aber nicht unter endlicher 








X, — 








Form darstellen. 
Eine Curve von ganz ähnlichen Eigenschaften beschreibt der Schwer- 


punct eines wachsenden Sectors, dessen Scheitel im Mittelpunet des Krei- 
ses, und dessen einer Schenkel fest ist. Hier ist 
a? ot 


(z)=3%0, Y)=3J; oS= 2, 


— 





wenn {= .r folglich 
a 








3 3 51 3 3 
Sn =Z/ostar= 2", Sy=Sfäntdt= (lost), 
ng 
und da S= z . 
__ 2a sint  —_ 2a (l—cost) 
re  KE  Satee Ale 


Auch diese Curve macht unzählige Windungen, von denen jede die vor- 
hergehende im Mittelpuncte des Kreises berührt und von derselben ganz 


eingeschlossen wird. Die Durchschnittspuncte der Achse der y sind hier 


gegeben durch 
4a 





((Yı)) mn I(2xr+1)7° 
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Man sieht leicht, dafs die barycentrischen Curven, welche wachsenden 
Bogen, Segmenten, Sectoren solcher Curven angehören, die in Beziehung 
auf zwei Achsen symmetrisch sind, wie die Ellipse, in den angeführten 
Eigenschaften mit den obigen Curven übereinstimmen werden, 

Gehen wir jetzt zur Bestimmung einiger barycentrischen Curven 
über, deren Gleichung sich unter endlicher Form erhalten lälst. 

Um die barycentrische Curve zu bestimmen, welche vom Schwer« 
punct einer Fläche beschrieben wird, die, begrenzt vom Bogen und den 
Coordinaten des Endpunctes desselben, mit dem Bogen wächst, hat man 


s= /y2da, sa, = /yxöz, syYı= Jıy’0s; 
denn der Schwerpunct eines Elementes liegt hier auf der Mitte der Ordinate; 
Es sei nun z. B. 














die allgemeine Gieichung der Parabeln, so ist 
1 ihn 4 14m L Andi 
np"! nn" " np" En 
4 I .., = I p 


Br > rg if’? %Yı=99rn)° 
Hieraus ergiebt sich für die barycentrische Curve die Gleichung 
y:— Atm" d+2n) 
: 2(2-+n)" 

Die baryceutrische Curve ist also hier eine Parahel derselben Orduung, 
wie die gegebene. Für die Fläche der gemeinen Parabel, wo 2=2, ist 
yı = sap 7 

die Gleichung der barycentrischen Curve, 
Zur Bestimmung der barycentrischen Curve, welche der Schwer- 
punct eines wachsenden Segmentes beschreibt, dessen einer Endpunct fest 





PXı« 


ist, haben wir 


s= fr Ä xt, sy=#/ads, syı=3%/yös; 
denn der Schwerpunct eines Elementes ist um 3 der Sehne vom festen 
Puncte entfernt. 

Für die Parabeln px == y" ist, wenn man die Segmente yom An« 


fangspuncte der Coordinaten an wachsen läfst: 





1 i+r 1 21 
— „esse u. 2" x 1 sX., = 7 (n—1) A 
“Tran +1) ; ı = I mr? y 
2 n+? 
sy En m’ p r ? 
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nt 
>) 


woraus die Gleichung der barycentrischen Curve: 
n _ 2 (+) (142m) 
Fun: IRQLn)” PX; 
welche also wiederum eine Parabel derselben Ordnung ist. Für die ge- 
meine Parabel, wo 2=2, ist die barycentrische Curve der Segmente 
y=tpm. 

Wenn man ferner eine Parabel yx = y” sich um die Achse der x 
drehen läfst, und man will die Curve bestimmen, welche der Schwerpunct 
des von der krummen Oberfläche, von einer durch die Achse der x senk- 
recht auf die Ebene der xy gelegten Ebene und von den von den Ordina- 
ten beschriebenen Kreisen begrenzten Volumens beschreibt, so hat man: 











2 4. 

2 in/y dx om en ’ 
st . BE m ln 
= Ik rör= 41-+n)” ri 
S 2 3 Onpr en 
ne ı/y ne 5 


woraus 
n _ Ür@H+n”" (n+1) 
Yı _— "m" (3-+n)" 





PX: 


It = 72, 80 ist 
NSnmtıe 


Die barycentrische Curve ist also hier ebenfalls eine Parabel derseiben 
Ordnung. 


Was die Umkehrung der obigen Aufgabe betrifft, so reichen die 


Gleichungen 
Sa, = /(«)88, Syı = /y)a8 


nicht aus, die Gleichung derjenigen Curve darzustellen, für deren wach- 
sende Bogen, Segmente etc. eine gegebene Curve 


f (X; yı) = (0 
der geometrische Ort der Schwerpuncte ist, aulser wenn man die Natur 


dieser Curve im Voraus bestimmen kann. So ist es z. B. leicht, zu jeder 
Parabel eine andere Parabel derselben Ordnung zu finden, für deren Seg- 


mente etc. die erstere baryventrische Curve ist. 
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Im 13. Bande des Journals No. 28. 4. wird der Beweis verlangt, 
dafs, wenn die Summe der xten Potenzen der Entfernungen a, b, ce ei- 
nes Punctes P von drei gegebenen Puncten A, BD, C in derselben Ebene, 
ein Minimum sein soll, folgende Bedingungsgleichungen Statt finden müssen: 

a*"!sin(ac) = b“"!sin(be), a’ "'sin(ab) = c’"!sin(cb), 
wo (ac), (ab), (dc) die von den Linien a und c, @ und 6, b und ec ge- 
bildeten Winkel bedeuten. 

Es seien die drei Puncte 4, B, € bestimmt durch ihre rechtwink- 


ligen Coordinaten 
/d 


xy, x) 53 Zi 
so ist, wenn wir die Coor(inaten von P durch 
"ws 
bezeichnen: 
e= [X + tr yy], 
b KX— x’) + Y— sy», 
. f 


K(A— a’) 4 Y—y‘N)} 2, 


[ 


Soll nun 
S= a+br+e 


ein Minimum sein, so ist nothwendig 

















S D E 
1 Ze egrtgte 
Be SE Sp E Lere Ze Lane Leer, | 
oY oY co} oY i 
oder 
i A 
— ter) + Y)+eF—y)= 0, 


welche Gleichungen unmittelbar übergeben in 
al cosa, + 5" cosd, +e”!cose, = (0, 
„ a‘! sina, + 5" sinds, +c”" sine, = 0, 
wo 0,, d,, €, die Winkel sind, welche «a, 5, c mit der ersten Achse bilden. 


Wenn man aus den Gleichungen (3.) zuerst c, dann 5, dann a 
eliminirt, so erhält man: 
a” (cos a, sine, —Sin @, C08 C,) + 5*"(cosb, sine, — sind, c08c,) = (), 
xXx—} . n | u . 
4. a” (cosa, sind, — sin@, c085,) + c*' (cos c, sind, — sine, c08b,) = (0, 
b*! (cos b, sin a, — sin b, c08a,) + ce“ (eosc, sina, — since, C080,) — 0. 


Statt dieser Gleichungen haben wir, wenn wir durch (ac), (a6), (bc) die 
von den Linien a, 5, c gebildeten Winkel bezeichnen: 





| 
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a‘ "!sin(ca) + b*"sin(cb) = 0, 
I. (a!sin(ba) +c""sin(be) = 0, 
6b“ sin(ab) + ce" sin(ac) —= (0. 


Die beiden ersten der Gleichungen (5.) sind die vom Herrn Prof. Steiner 
aufgestellten Bedingungsgieichungen, zu welchen noch eine dritte hinzu- 
kommt, die aber eine Folge der beiden andern ist. 

Kliminirt man aus den Gleichungen (2.) c, und dann db, so er- 


hält man: 


= a X a) I-y)- Ka) y')j 
i + KEY) Ka) (PN), 
10 = a X) Ka") IN) 
HEIKE) Kay]; 
und auf dieselbe Art könnte man noch eine dritte Gleichung gewinnen, 
worin a nicht vorkommt; allein sie würde eine Folge der Gleichun- 





gen (6.) sein. 
Die Gleichungen (6.) reichen hin, für jeden Werth von x den Punet 


P zu bestimmen. Übrigens hat Herr F. Heinen in einer Abhandlung 
„Über Systeme von Kräften (Cleve, 1834)” den Gleichungen (6.) ganz 
analoge Bedingungsgleichungen aufgestellt, für den allgemeinen Fall, dals 
n Puncte im Raume gegeben sind, und ein Punct P gefunden werden soll, 
für welehen die Summe der xten Potenzen der Entfernungen von jenen 
n Puncten ein Minimum ist. 

Halle, im August 1835. 








10 * 











&. Lobatio, momens d’inerlie d’une ellipsoide. 


—t 
7 


8. 


Note sur le caleul des momens d’inertie d’une ellipsoide 
homogene par rapport ä ses trois axes. 


(Par Mr. R. Lobatto, Doctcur en sciences a Ja Haye.) 





Lorsquiil s’agit d’evaluer le moment d’inertie d’une ellipsoide enticre, par 
rapport a un de ses axes, on peut y parvenir sans effectuer aucune in- 
t“gration, des que Fon a trouv celui d’une sphere par rapport ü son 
diametre. C'est ce que nous nous proposons de faire voir dans cette note. 

Nous indiquerons d’abord un moyen d’obtenir assez simplement le 
moment d’inertie d’une sphere par rapport ä son centre, et d’en deduire 
ensuite celui relatif ä son diametre. 

En effet d&signons par r le rayon de la sphere, et les coordonndes 
rectangulaires d’un point queleonque de sa surface par x, y, z, de sorte 
que l’&quation de celle-ci soit 

x +y'+? — re. 

La masse M de la sphere ayant pour valeur er, e designant la 
densitö, si l’on congoit que son volume soit decompose en une infinitd de 
couches concentriques de meme Epaisseur, il est evident qu’en nommant r’ 
la distance du centre ü une de ces couches, la masse de celle-ci s’ex- 
primera par Yomr"dr‘, diflerentielle. de la masse entiere; la somme des 
produits de chacun de ces @lemens par le carr@ de sa distance au centre, 
aura pour valeur 4err“*dr‘: donc en integrant cette differentielle depuis 
r’=0, juquar=r,ilen resultera immediatement pour le moment 
d’inertie de la sphere par rapport a son centre 30% ”=?rM. Cette 
derniere quantit& exprimera ainsi la valeur de l’intdgrale triple 


Me +r +=)de dyd: 


ötendue ä la masse entiere du corps. 
Or puisqu’on a evidemment dans la sphere 


wars 


on en conclura 








’ 
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e/J] x dx dy dz = 2 I +y +:’,dedydz, 
ee +y)dedydz = en dx dydz; 


donc le ur d’inertie Per rapport ä un diametre sera &gal au produit 


2 don ;__ 
3x Bu = Dorn’ = Mr. 


(4.) 





Passons maintenant ä lellipsoide. L’&quation de sa surface pourra 
etre mise sous la forme 





r? y. x? 
«tra tr7= 
’ ‚ . . aa’ 
2a, 2b, 2c &tant les longueurs de ses trois axes. Faisons = —, 
L, ex’ 
y=-, 3=—-, ce qui reduira l’@quation precedente ä 


a’ + Yy +.” = r, 
de sorte que x’, y’, 3° marquent les coordonndes de la surface d’une 
sphere dont le rayon =r. Si l’on eflectue les mäme substitutions dans 
Vintegrale triple qui enonce le moment d’inertie par rapport ällaxe des z, 


cette int@grale se changera en 


e272 | ax” +b°y") da’ dy' ds‘ 
ar. pr da’ dy'ds+e . /f}y” dz'dy'dz‘. 


Or, chacune de ces integrales se rapportant ä une sphere, on aura sur le 
champ, en vertu de la premiere des equations (.) pour la valeur du mo- 











ment d’inertie: 


40: 40 
5 übe + abe= Zabel a+b'), 


d’ou lon deduit ceux a aux axes des x et z par un simple change- 





ment de lettres. 
Le proc@d6 que nous venons d’exposer nous a paru plus simple que 


celui employ& jusquiei dans les traites de mecanique; et il est aise de s’as- 
surer qu’on pourrait encore l’appliquer au cas ou il faudrait calculer le mo- 
ment d’inertie d’une portion d’ellipsoide comprise entre deux sections paral- 
leles ü un des plans de projection, 

La Haye, Fevrier 1836. 
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9. 
Einige Bemerkungen über elliptische F'unctionen. 


(Vom Herru Prof. Dr. Gudermann zu Mister. ) 





1. Kine durch merkwürdige Eigenschaften ausgezeichnete sphärische trans- 
cendente Curve, deren Gleichung 
cos/k'.x).cosy = &' 

ist, wo x die Abseisse und y die zugehörige senkrechte Applicate eines be- 
liebigen Punctes der Curve, k=sin® den Modul, also k’=cos9 das Com- 
plement des Moduls vorstellt, versinnlicht am besten den Zusammenhang 
aller elliptischen Functionen und Amplituden mit dem Argumente. Jene 
Gleichung hat Ähnlichkeit mit der Gleichung cosxz.cosy — k’ eines sphäri- 
schen Kreises, dessen Radius 9 ist, und die Curve selbst stimmt in vielen 


ä P} , . . - 7I 
Eigenschaften mit dem Kreise überein, Setzt man ı=z; so verwan- 


delt sich die obige Gleichung, in welcher nun aber der Anfangspunct ver- 


leot werden muls, in 
1 


if=’ 


d. b. in die Gleichung der sphärischen Longitudinale, welche ebenfalls 





cosYy pen 


mehrere bemerkenswerthe Eigenschaften besitzt. 


2. Der Zusammenhang zwischen den elliptischen Functionen, jh- 
ren Amplituden und dem Argumente wird auch geometrisch dargestellt 
durch eine sphärische Curve, deren Gleichung 

p = am(s) und = k.s 
ist, wo 2 einen sphärischen Leitstrahl eines Winkels, v den veränderlichen 
Winkel, welchen der Leitstrahl mit seiner ursprünglichen Richtung macht, 
und s den Bogen der Curve vorstellt. Der Winkel, welchen eine Berüh- 


rungslinie der Curve mit dem Leitstrable g des Berührungspunctes macht, 


ist dann = am (ks, = und durch eben diese Amplitude kann auch die 


Fläche ausgedrückt werden. Die Curve läuft, in unzähligen Windungen 
um die Kugel, unendlicbe Male durch den Punct, von welchem aus die 
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Leitstrahle gezogen werden, und durch seinen Gegenpunct gehend, aber 
immer in anderen Richtungen, und läuft also nur in speciellen Fällen in 
sich zurück. 


3. Die Gleichung 


Pr ; k' 

cosy.Sin(+ x) m --; 

in welcher x, y, k und A’ die obige Bedeutung haben, stellt ebenfails 
eine interessante Curve dar; die Applicate y ist jetzt die Amplitude des 
zugehörigen Bogens der Curve für den Modul Ak (oder y=am(s)), und 


der Winkel, welchen ein berührender Hauptkreis mit der Applicate des 
Berührungspunctes macht, ist wieder = am (ks, =, nach der in den Schrif- 


ten des Herrn Prof. Jacobi gängigen Bezeichnung. 


Münster, im Januar 1856. 
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10. 
Auflösung der Aufgabe No 5. ım 15. Bande 8. 375 


dieses Journals. 


(Vom Herrn Rechnungs-Rath Brune zu Berlin.) 





Aufgabe. Zwei Seiten eines beliebigen gegebenen Dreiecks in zwei 
Abschnitte so zu theilen, dafs der untere Abschnitt der einen Seite sich 
zum obern der andern verhalte, wie jene Seite zu dieser, und dafs zu- 
gleich die Gerade, welche die beiden Theilungspuncte verbindet, ein Mi- 
nimum sei. 

Auflösung. (Fig.12.) Man erweitere das gegebene Dreieck @cb, 
dessen Seiten @ac, bc getheilt werden sollen, zu einem Parallelogramm 
achd, ziehe die Diagonale cd, fälle auf diese aus den Winkeln « und 3 
die Senkrechten af, be, führe aus f nach be, parallel mit @c, die Gerade 
fy;, und aus e nach ac, parallel mit #c, die Gerade er: so sind x und Y 
die gesuchten Theilungspuncte. 

Beweis. Da, wie aus der Construction unmittelbar folgt, ex mit 
da, fy mit db parallel und ef==de ist, so ist auch 





axzsac = de:de, 
in 
cy:bc Bi. IR 
j Ide 
also ar:ac—=cy:bec, 
oder ax:cy = ac:be, 
und daher auch by :cx = bc:ac. 


Um ferner zu beweisen, dals xy auch ein Minimum sei, ziehe man 
noch die Geraden ee und 5b/. Alsdann ist (weil @f gleich und mit de paral- 
lel ist), auch afdbe ein Parallelogramm, folglich in den beiden Dreiecken 
ex, Sby, 

ac=fb, Zuex=/fly, Zeax=/b/y, 
mithin, wegen der Congruenz dieser Dreiecke, ex —=by, woraus weiter 
folgt, dals xy auch parallel mit ed und daher perpendieculair auf cd ist. 
Nun kann in dem gegebenen Dreiecke ac5 nur eine einzige Gerade zu- 
sleich die beiden Seiten ac, 5c nach dem gegebenen Verhältnisse thei- 
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len und die Gerade cd senkrecht schneiden; denn von zwei andern Thei- 
lungspuncten, die gleichfalls diesem Verhältnisse entsprechen, mul[s noth- 
wendig der eine über, der andere unter jene Gerade fallen, also die Ver- 
bindungslinie sich mit der Diagonale cd schiefwinkelig schneiden. Gesetzt, 
es seien x’ und y‘ zwei andere 'Theilungspuncte, so fälle man aus ihnen 
auf cd die Senkrechten x’g, y’7, und aus y‘ auf be die Senkrechte y". 
Da nun 





by':c& =bde:oue, 
af 
cı:xe= 00: 
5 .c u 
bi sy’ —mibe: be, 
so Ist bi a a’g; 


folglich z’g+ hy’ Bbirlie == be = xy. 
Aber z’g-+ Ay‘ ist, als Summe zweier Catheten in zwei rechtwinkeligen 
Dreiecken, kleiner als die Summe der beiden Hypotenusen eben dieser 
Dreiecke, das ist hier, kleiner als x’y‘; mithin ist auch xy kleiner als 
x'y'‘, und folglich xy ein Minimum. 


Anmerkung. Eben so leicht können auch zwei Gegenseiten ei- 
nes gegebenen Vierecks nach gleichen Bedingungen getheilt werden. Sind 
(Fiy. 15.) ad, de die zu theilenden Seiten des Vierecks abcd, so erwei- 
tere man dasselbe über eine der andern Seiten hinaus zu einem Sechs- 
ecke abedef, dessen Gegenseiten parallel und gleich sind, ziehe die bei- 
den (parallel laufenden) Diagonalen ce, bf, fälle auf diese, beziehlich aus 
den Winkeln a, d, die Senkrechten ag, dh, führe aus g nach dc, paral- 
lel mit @d, die Gerade gy, und aus A nach «>, parallel mit dc, die Ge- 
rade x; so sind x und y die beiden Theilungspunete. — Die Beweisfüh- 
rung ist der obigen beim Dreiecke analog, indem xy die beiden Diagona- 
len bf, ce senkrecht durchschneidet. 

Wären die beiden Gegenseiten a5, dc parallel, so würde diejenige 
Gerade, welche dieselben, durch den Durchschnittspunct ihrer Diagonalen, 
ac, öd senkrecht verbindet, die beiden Theilungspuncte angeben. 
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nl. 


Beweis eines vom Hrn. Prof. Dr. Steiner im 1. Hefte 
des 14. Bandes aufgestellten Lehrsatzes. 


(Vom Herrn Schaellibaum, Privalebrer zu Berlin.) 





\ 
„!ind zwei gegenüberstehende Kanten einer dreiseitigen Pyramide der 
„tGröfse nach gegeben, und liegen sie in zwei gegebenen festen Geraden 


„4, A,: so ist bekanntlich der Körperinhalt der Pyramide constant, man 


„mag jene Kanten auf diesen festen Geraden annehmen, wo man will. 
„Dagegen ist die Oberfläche der Pyramide ein Minimum, 
„wenn man die Kanten so annimmt, dafs die Gerade, welche 
„ihre Mitten verbindet, auf beiden senkrecht steht.” 

Seien in der Pyramide {BCD (Fig 14.) die ihrer Gröfse und Rich- 
tung nach gegebenen Kanten AB=a«a, CD=a,, der senkrechte Ab- 
stand der festen Geraden, d. h. der Abstand zweier durch sie gelegten 
parallelen Ebenen, sei =p, und diese Senkrechte sei so gelegt, dals sie 
die genannten Kanten, oder ihre Verlängerung, in EZ und / schneide. Zieht 
man 4F und BF, so entstehen zwei Pyramiden, die das Dreieck AbF zur 
gemeinsamen Grundfläche, und ihre Spitzen in C und D haben. Die ur- 
sprüngliche Pyramide ist die Summe oder Differenz der bezeichneten Py- 
ramiden, je nachdem die Puncte E und 7 in den festen Geraden, auch in 
a und a, liegen, oder nicht. Eine durch F gezogene Parallele mit AB 
liegt in der Ebene ABF und ist senkrecht auf E/'; sie schlielst mit CD 
den Winkel (@a,) ein, welchen die Geraden 4 und 4, selbst mit einan- 
der bilden; da E/ auch senkrecht auf CD, so ist (@a,) zugleich der Win- 
kel, unter welchem ED gegen die Ebene ABF geneigt ist. Sonach sin:l 
die Höhen der beiden Pyramiden 4BFC, ABFD beziehlich CF .sin(aa,), 
DF,sin(@a,); der Inhalt der gemeinsamen Grundfläche ist =}ep; also 
der Inhalt der Pyramide ABCD = Zap.4(CF+DF).sio(ea,) = 


1 e e . ._ 0. 
53 00, p.sin(@@,). Dieser Ausdruck bleibt derselbe für jede Lage von E 


und 7 in Bezug auf @ und a,, da CF oder DF negativ zu nehmen ist, 
sobald 7 nach einer von beiden Seiten über CD hinaus rückt. Er ist 
also constant für jede Lage von @ und e, auf 4 und 4,, da er nur von 


constanten Grölsen abhängt. 
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Läfßst man nun, während a auf 4 irgend eine feste Lage hat, a, 
auf 4, fortrücken, so behalten C und D, die Spitzen der Seitendreiecke 
ABC und ABD, gleichen Abstand, welcher gleich der Summe oder Diffe- 
renz der Abstände dieser Puncte von F ist, je nachdem I in Bezug auf 


un liegt. Wenn CF = DF, so haben die Dreiecke ABC, ALD vleichen 
Inhalt; rückt «a, fort, so ist die Summe der Inhalte jedes folgenden Paa- 


res zusammengehöriger Dreiecke grölser als die Summe der Inhalte je- 
des vorhergehenden Paares, also BC+ ABD< ABU + ABD'’< ABO" 
ABD'"' uw s.w. 

Man lege (Fig. 15.) durch @ und a, parallele Ebenen M, N, und 
durch den Fufspunet E der Senkrechten EF in M eine Gerade a,, paral- 
lel mit a,; ferner werde Cl’ = DF angenommen, und die Dreiecke ABC, 
ABD seien vervollständigt. Von C und D aus fälle man Lothe auf M, 
welche die «@, in Pund P, treffen, so dafs EP=EP,. Zieht man ferner von 
P und P, die Geraden PO, P,Q, senkrecht auf @ und verbindet C, Q und 
D, Q,, so sind CO und D(), die Höhen der Dreiecke ABC, ABD; da sie 
gleich sind, so sind auch die genannten Dreiecke, als über derselben 
Grundlinie, gleich grofs. Congruent sind die Dreiecke nur dann, wenn E 
die Mitte von ZB ist. — Nimmt man nun auf «a, zwei andere Puncte C‘, D/ 
als Spitzen von Dreiecken über 4B an, so nämlich, dals ’D’=LCD, zieht 
die Senkrechten C’P' und D’P,‘, P'Q' und P/’ Q,, und die Höhen C’/Q' 
und D’Q,’: so verhalten sich die Dreiecke ABC (= ABD), ABC‘, ABD' 
wie die drei Höhen CO (= DQ,), C'0', D’Q,‘. Diese sind die Hypotenu- 
sen dreier rechtwinkliger Dreiecke, in welchen eine Kathete gleich ist. 
Werden diese Dreiecke so aufeinander gelegt, dafs die gleichen Katheten 
(CP, C’P', D‘P,') zusammenfallen, und die drei andern Katheten in einer 
Geraden und auf derselben Seite von CP etc. liegen: so bilden, da 
PQO—PV'=P.,'0‘—P0Q, die zwei Hypotenusen C’Q’, D‘Q,‘ mit dem 
dazwischen enthaltenen Stücke der Kathete P,‘ 0,’ ein Dreieck ( Fig. 16.), 
dessen Grundlinie Q’Q,’ von der dritten Hypotenuse CQ in Q halbirt wird. 
Verlängert man nun CQ, bis GO = CJ, und zieht GQ,', so ist CO’ —= 0, 
aber CO,’ + GQ,'>€G (=RCQ). Folglich sind die Dreiecke 4BC’+ABD‘ 
> 2Dr. ABC. — Diese Construction zeigt auch unmittelbar, dafs die Summe 
der Inhalte zweier zusammengehöriger Dreiecke um so gröfser wird, je 
mehr der Abstand ihrer Spitzen, CC’= DD’, von C und D, welchem der 
Abstand Q0’= QQ,‘ proportional ist, wächst. Von selbst ist klar, dafs, 

ı11* 
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sobald @, über }' hinausgerückt ist, und C’, D’ auf einerlei Seite von Z lie- 
gen, alsdann die Summe der zusammengehöürigen Dreiecke, mit zunehmen- 
der Entfernung der Geraden c, von F, immer gröfser wird. 

Sei nun die Pyramide {BCD (Fig. 17.) so beschaffen, dafs die 
Senkrechte auf die zwei festen Geraden 4 und 4, die Mitten E und F 
von a und a, treffe. Dann sind die Seitendreiecke paarweise congruent, 
nämlich 4BC = ABD, CDA=(CDB,. Rückt nun ao, fort, etwa in die 
Lage C,D,, während a fest bleibt, so behalten die Dreiecke C,D,4, 
C,D,B gleichen Inhalt; aber die Summe der zwei übrigen Seitenflächen, 
ABC, + ABD,, ist > ABC+ ABD, und zwar um desto mehr, je grölser 
CC’ — DD’ wird. Unter allen so entstehenden Pyramiden hat somit ABCD 
die kleinste Oberfläche. — Hält man jetzt irgend eine Lage von a,, etwa 
C,D,, fest, und läfst @ fortrücken, etwa in die Lage 4,B,: so behalten 
wieder zwei Seitendreiecke gleichen Inhalt, nämlich 4,B,C,= ABC,, 
A,B,D, = ABD,; die Summe der zwei übrigen Seitenflächen aber, C,D, 4, 
+0C,D,B,, ist >0,D,4--C,D,B, und zwar desto mehr, je grülser 
AA,=DBB, wird. Es ist somit die Oberfläche von 4,B,C,D, > Oberfl. 
v. ABC, D, > Oberfl. v. 4BCD, und diese letzere ist ein Minimum für alle 
Lagen, die @ und «, auf den festen Geraden annehmen mögen. 

Die erste Hälfte des bewiesenen Lehrsatzes lälst übrigens noch die 
Verallgemeinerung zu, „dafs alle dreiseitigen Pyramiden, in wel- 
chen das Product zweier gegenüberstehender, in zwei fe- 
sten Geraden 4 und A, liegender Kanten «@ und ae, constant 
— u’ ist, einen constanten Inhalt haben,” was aus dem Ausdrucke 
desselben, $Zea,psin(a@,), von selbst hervorgeht. Nehmen nun die ge- 
nannten Kanten successive alle Wertbe an, die der Bedingung aa, = u 
entsprechen, so hat nach dem Vorhergehenden, für jedes Paar zusammen- 
gehöriger Werthe von @ und a,, diejenige Pyramide die kleinste Oberfläche, 
in welcher die auf Z und 4, senkrechte Gerade p die Mitten von @ und 
a, trift. „Diese Reihen von Minimen hat aber selbst ihr Mi- 


nimum, wenn a=a =&u ist.” 

Auf den festen Geraden nehme man (Fig. 18.) 4B=CD==u, und 
ferner A,B,=e, C,D,=a, so an, dals ea,= u’; auch sollen - diese 
Stücke so liegen, dafs ihre Mittelpuncte beziehlich mit den Endpuncten 
E, F der Senkrechten p zusammentreffen. Nun sind in der Pyramide 
ABCD alle Seitenflächen einander gleich, in der Pyramide 4,B,C,D, sind 
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sie paarweise gleich. Es genügt sonach zu zeigen, dafs die Summe der 
Dreiecke ABC, CDA kleiner als die Summe der Dreiecke 4,B,C,, C,D,4,, 
oder, wenn man die Höhen derselben, CH=A4L, C,H,, A,L,, con- 
struirt und beziehlich mit }, A,, A, bezeichnet, dals Zah <ah,-ta,h, ist. 


. a_a_ GH h > a__ a K,L 
Es ist ee =} >: folglich eh, > oA; ferner —— — — Zu 


Q; sa KB 


ee" 2, somit ah, <uah. 

> 
h 
ecke C,G,H,, CGH, A,X,L, mit den gleichen Katheten (den Lothen 
CG, 0,G,, Ä,K,) auf einander, so dals die ungleichen Katheten in einer 
Geraden und auf einerlei Seite der gleichen Katheten liegen, so bilden 
die Hypotenusen 4#,2,, C,H, mit dem dazwischen enthaltenen Stücke 
der Kathete Ä,Z, ein stumpfwinkliges Dreieck, dessen Grundlinie von 
der Hypotenuse C/] so geschnitten wird, dals die den Seiten A,Z,, 
C,H, anliegenden Stücke derselben sich zu einander verhalten, wie a: o. 
Sei das Dreieck 45C (Fig. 19.) das beschriebene Hypotenusendreieck, 
AC=h, BC=h, und DC=  schneide die Grundlinie 4B so, dals 


Aber es ist auch — > 2 « Denn legt man die rechtwinkligen Drei- 





BD” « 
neigte Gerade, welche die 4C in Z’schneidet, so ist das Dreieck 4DC ähnlich 


4D _2, Zieht man aus D eine gegen CD unter dem Winkel CAD ge- 


. pn Ahı_ | AD __h, AD EE 
dem Dreiecke D/C, und , Mm Da ferner Dr «< — (= =), 
so ist DF> DB, somit im Dreiecke BFD der Winkel DBF>W.DrB; 


und weil auch W. CFD> W.CBD, ist W.CFB > W.CBF, also h, > CH, 





Mike 
und Ah u” 
. a h 147 h ah,—cah ch 
ieraus folet, dafs — — — > — — I, ode 2 2 
H 5% 5 Emz „9 ee 


RR. @ h . . 
wie sich aus u ergiebt; und endlich, dals 2a <ah,+a,h,:; was 


zu beweisen war. 
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12. 


Aufgaben und Lehrsätze, 


erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. 





\om Herrn Prof, Steiner zu Berlin ) 


Di. nachstehenden Sätze stehen zum Theil, wie man bemerken wird, mit 
den drei letzten, die im vorhergehenden Hefte gegeben worden, in eigen- 
thümlicher Beziehung. Was in der dortigen Anmerkung gesagt worden, 
gilt daher zugleich auch für einige der hier folgenden Sätze. 

l. Wenn ein Winkel und der Umfang eines ebenen oder sphärischen 
n Ecks gegeben sind, so ist sein Inhalt ein Maximum, wenn «) alle übrigen 
Winkel einander gleich und wenn es 8) einem Kreise umschrieben ist. 


2. Ist von zwei beliebigen Vielecken, einem r Eck und einem 
n, Eck, von jedem ein Winkel (a, «,), und ist die Summe ihrer Umfänge 
(U+l,) gegeben, so ist die Summe ihrer Flächeninhalte (#+ F,) dann 
ein Minimum Maximorum, wenn jedes Vieleck, für sich betrachtet, den 
Bedingungen (a, £) des vorigen Satzes (l.) genügt, und wenn die ihnen 
eingeschriebenen Kreise einander gleich sind. (Das heilst: Wird die ge- 
vebene Summe U +7, auf alle möglichen Arten unter die Umfänge U, 
U, vertheilt, so ist für jeden Fall insbesondere die Summe der Flächen- 
inhalte P+F, am grölsten, wenn jedes Vieleck den Bedingungen des 
Satzes (l.) genügt; und nun ist unter allen diesen grölsten Summen die- 
jenige die kleinste (Minimum Maximorum), welche statt findet, wenn die 
den Vielecken eingeschriebenen Kreise einander gleich sind.) 

Dieser Satz gilt gleicherweise für drei, vier, fünf, .... Vielecke. 

3. Sind von einem ebenen oder sphärischen 2 Eck die Summe 
von 2—1 Seiten und die dazwischen liegenden 2—2 Winkel (einzeln) 
gegeben, so ist sein Inhalt dann am grölsten, wenn die übrigen zwei Win- 
kel einander gleich, und wenn jene n—1 Seiten von einem Kreise be- 
rührt werden, dessen Mittelpunet in der nten Seite liegt. 


4. 1. Wenn von einem ebenen oder sphärischen Vierecke zwei 
Winkel, eine Seite und die Summe der drei übrigen Seiten gegeben sind, 
so sind dabei vier Fälle zu unterscheiden, nämlich I) die gegebenen Win- 
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kel liegen an der gegebenen Seite, oder 2) keiner liegt an derselben, oder 
3) sie stehen einander gegenüber, oder endlich 4) sie liegen beide an einer 
Seite, die der gegebenen anliegt. Es ist die Frage, unter welcher Bedingung 
der Inbalt des Vierecks in jedem der vier Fälle, für sich betrachtet, ein 
Maximum oder Minimum sei. Für den ersten Fall (1.) findet dies z. B. 
statt, wenn die nicht gegebenen zwei Winkel einander gleich sind; und 
zwar findet dabei ein Maximum oder Minimum statt, je nachdem die 
Summe der gegebenenen zwei Winkel grölser oder kleiner als 7 
(2 Rechte); ist sie gerade =, so ist die Aufgabe unbestimmt, d.h. alle 
Vierecke haben gleichen Inhalt. 

II. Die analoge Aufgabe, wenn ein Winkel, zwei Seiten und die 
Summe der zwei übrigen Seiten gegeben sind. 

3. Heilsen die Seiten eines ebenen oder sphärischen Dreiecks a, b, c, 
die ihnen gegenüberstehenden Winkel beziehlich «, ß, Y, und bezeichnet 
man den Inhalt des Dreiecks durch A, den Umfang durch z, die Summe 
der Seiten a, 5 durch s und die Summe der Winkel «, ß durch s, so fin- 
den für diese verschiedenen Grölsen, io Hinsicht auf Maximum und Mini- 
mum, unter andern folgende Sätze statt: 


































































































| Gegeben. | Maximum. | Mioimum. | Bedingung, 
1. u, c A,y ab. 
2. u JAN ab zme, 
3. A,y u, c ab, der am, 
4. A u em Bb==o, 
9. a,b N yz=za-tP. 
6. aß u c+r=a-tb. 
7. s ae wen a=b wi y=a« +-P# 
8. 1 u e= Pwudctrz= a+b. 
9. A,c Y 0, u, s amhb. 
10. u, Y s, A, 0 c a=ß. 
11. N, s i y, u, 6 a=b. 
12. u, 0 eo, &,7 e—=P. 5 
13. c,Y var a=b, oder = P. 
14. sY A c a=b 
15. 0, c Y u aß. 
16.1 =, A c,Y cY ab, ser am 
17 s,& A v=2ß 
18 o,a u c-r=2b 
19.1 s—c, Y A 7 ab. 
20. | 0o—y, c u A a—=ß 
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Viele von diesen Sätzen sind allgemein bekannt, namentlich io Be- 
ziehung auf das ebene Dreieck. Einige gelten nur für das sphärische 
Dreieck, wie man leicht bemerken wird. Man wird sie leicht in Worten 
aussprechen können, z,. B. der Satz No. 17. lautet wie folgt: 

„Wenn ein Winkel («) eines ebenen oder sphärischen Dreiecks 
und die Summe s zweier Seiten (a, 5), wovon die eine dem Winkel ge- 
genüberliegt, gegeben sind, so ist sein Flächeninhalt (A) daun am gröfsten, 
wenua der Winkel (y), welcher der dritten Seite gegenübersteht, doppelt 
so grofs ist, als der andere nicht gegebene Winkel (£).” 


6. I. Die unbegrenzten Schenkel eines gegelenen Winkels mit 
einer beliebigen krummen Linie so zu verbinden, dafs die dadurch ent- 
stehende Figur bei gegebenem Umfange den grüöfsten Inhalt, oder bei 
gegebenem Inhalte den kleinsten Umfang habe. Welche Form mu/s 
die genannte Linie haben, und welche Lage gegen die Schenkel des 
Winkels?” 

MH. Die analoge sphärische Aufgabe. 

II. Die analoge Aufgabe im Raume, wenn z. B. (statt jenes Win- 
kels) ein gerader Kegel gegeben ist, von welchem ein Stück (dem Schei- 
tel anliegend) abgeschnitten werden soll, das bei gegebener Oberfläche 
den grölsten Körperinhalt hat, 


7. Unter allen sphärischen Dreiecken, welche irgend einem gege- 
benen sphärischen Dreiecke eingeschrieben sind, hat dasjenige den klein- 
sten Umfang, dessen Ecken in den Fufspuncten der (sphärischen) Perpen- 
dikel liegen, welche aus den Spitzen des gegebenen Dreiecks auf die ge- 
genüberstehenden Seiten herabgelassen werden. (Beim ebenen Dreieck 
findet bekanntlich ein gleichlautender Satz statt.) 


8. Unter allen sphärischen Dreiecken, welche irgend einem gege- 
benen sphärischen Dreiecke umschrieben sind, hat dasjenige den gröfsten 
Inhalt, dessen Seiten auf die Quadranten fallen, welche zwischen den Sei- 
ten des gegebenen Dreiecks und den ihnen gegenüberliegenden Ecken sich 
ziehen lassen. 


9. Unter allen sphärischen Vierecken, welche einem gegebenen 
sphärischen Vierecke um- oder eingeschrieben sind, die besondere Eigen- 
schaft desjenigen anzugeben, dessen Inhalt ein Maximum oder dessen Um- 
fang ein Minimum ist. 
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10. Unter allen dreiseitigen Pyramiden, welche einer gegebenen 
dreiseitigen Pyramide eingeschrieben sind, diejenigen zu bestimmen, deren 
Oberfläche ein Minimum ist. (Desgleichen bei audern Polyädern.) 

1l. I. Unter allen Kreissectoren (verschiedener Kreise aber) von 
gleichem Umfange, denjenigen zu finden, der so beschaflen ist, dafs der 
ihm eingeschriebene Kreis (der die beiden Radien und den Bogen berührt) 
ein Maximum, oder der ihm umschriebene Kreis ein Minimum ist. 

II, Desgleichen die analoge sphärische Aufgabe. 


12. Unter allen Kugelsectoren (d. i. ein gerader Kegel, dessen 
Grundfläche ein aus seinem Scheitel beschriebenes Kugelfläche - Segment 
ist) von gleicher Oberfläche denjenigen anzugeben, in welchen sich die 
gröfste, oder um welchen sich die kleinste Kugel beschreiben lülst. 

13. 1. Unter allen sphärischen Kreissectoren auf der nämlichen 
Kugelfläche und von gegebenem Umfange hat derjenige den grölsten Flä- 
cheninhalt, dessen Centriwinkel (den die zwei sphärischeun Radien am Pol 


des Kreises bilden) — 7 Rechte, und zwar ist dieser grölste Inhalt dem 


Quadrat der Sehne gleich, welche einem der beiden sphärischen Radien, 
die den Sector bilden, zugehört (d. i. diejenige Gerade, welche die End- 
puncte eines der genannten Radien, innerhalb der Kugel, mit einander 
verbindet). 

ll. Wenn der Umfang des Sectors gegeben, die Kugel aber nicht, 
so soll diese so bestimmt werden, dafs der Inhalt des Sectors ein Maxi- 
mum Maximorum wird. 

14. I. Unter den verschiedenen Geraden, welche die Fläche eines 
segebenen Dreiecks in zwei gleiche Theile theilen, die kleinste oder 
eröfste anzugeben. Desgleichen wenn sich die Theile verhalten, wie z:n. 

Il. Desgleichen weun statt des Dreiecks irgend ein Vieleck, oder 
irgend eine ebene geschlossene Curve gegeben ist. 

III. Desgleichen bei den Figuren auf der Kugelfäche. 


15. 1. Unter allen Ebenen, welche den Körperraum einer gege- 
benen dreiseitigen Pyramide in zwei gleiche Theile theilen (oder im Ver- 
hältnils 72:77) diejenige anzugeben, bei welcher die Durchschnittsfigur den 
kleinsten oder gröfsten Inhalt oder Umfang hat. 

il. Desgleichen, wenn statt der genannten Pyramide irgend ein 
anderer Körper, von ebenen oder krummen Flächen begrenzt, gegeben ist. 

Crelle’s Journal d. M. Bd. XVI. Hft.1. 12 
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16. 1. Wird eine unbegrenzte prismatische (oder cylindrische) 
Säule von beliebigen Ebenen, die nicht mit den Kanten derselben paral- 
lel sind, geschnitten, so liegen die Schwerpuncte der Flächen der Durch- 
schnittsfiguren alle in einer bestimmten Geraden 4, welche den Kanten 
der Säule parallel ist. Diese Gerade 4 soll die „barycentrische Axe” 
der Säule heilsen. 

II. „ımmt man in der barycentrischen Axe A einer prismati- 
schen Säule irgend zwei Puncte b, ec an, legt durch jeden eine Ebene 
B, C, welche die Säule und ihre Kanten schneidet, so da/s ein schief 
oder parallel abgeschnittenes Prisma (oder Cylinder) entsteht, so hat die- 
ses Prisma immer den nämlichen Inhalt, welche Lage man auch den 
schneidenden Ebenen oder Grundflächen B, C geben mag, wenn diesel- 
ben nur stets durch die festen Puncte b, ce gehen.” 

Oder: 

II. „Der Körperinhalt jedes beliebigen, schief oder parallel ab- 
geschnittenen Prismas (oder Cylinders) ist gleich dem Product aus der 
einen (oder andern) Grundfläche B oder G in das aus dem Schwerpunete 
(c oder b) der andern auf sie gefällte Perpendikel” (Daher folgt auch, 
dafs der Inhalt jeder Grundfläche, oder jeder ebenen Durchschnitts- Figur, 
um so kleiner ist, je mehr der Neigungswinkel, den sie mit der barycen- 
trischen Axe bildet, sich dem Rechten nähert; dafs also jener ein Mini- 
mum wird, wenn letzterer diese Grenze erreicht.) | 

IV. „Sind von einem beliebigen Prisma (oder Cylinder) die eine 
Grundfläche (B), die Lage der Seitenflächen, oder die Richtung der Lün- 
zen- Kanten und der Körperinhalt gegeben, so ist die Grö/se und Lage 
der andern Grundfläche (C) zwar unbestimmt, aber in allen ihren unzäh- 
ligen verschiedenen Lagen geht sie stets durch einen und denselben be- 
stimmten Punct (ce), welcher zugleich ihr Schwerpunet ist, und in der 
barycentrischen Axe des Prismas liegt.” 

In den besseren Lehrbüchern der Stereometrie wird ein Satz be- 
wiesen, welcher der einfachste Fall des vorstehenden Satzes (III.) ist; nur 
wird er unter einem andern Gesichtspuncte aufgefalst, nämlich es wird 
vezeigt: „dafs der Inhalt des schief abgeschnittenen dreiseitigen Pris- 
mas gleich sei dem Producte aus der einen Grundfläche in ein Drittheil 
der Summe der drei Perpendikel, welche aus den Ecken der andern 


Grundfläche auf jene herabgelassen werden.” Durch den obigen Satz 
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wird der eigentliche Grund dieses Ausdrucks aufgeklärt, nämlich er ist 
durch die besondere Eigenschaft des Dreiecks bedingt: dafs der Schwer- 
punct seiner Fläche mit dem Schwerpuncte seiner drei Eckpuncte zusam- 
menfällt,” denn diese Eigenschaft hat zur Folge, dafs die Summe der 
vorgenanuten drei Perpendikel gerade dreimal so grols ist, a’'s das aus 
dem Schwerpuncte der zweiten Grundfläche auf die erste gefüllte Per- 
pendikel. . 


17. I. Wenn der Körperwinkel an der Spitze einer beliebigen 
Pyramide (oder eines Kegels) nebst dem Körperinhalte derselben gegeben 
ist, so kann zwar ihre Grundfläche, der Grölse und Lage nach, sich un- 
endlichfach verändern, aber sie ist dabei dem Gesetz unterworfen: „dafs 
sie ın allen ihren verschiedenen Lagen eine bestimmte krumme Fläche 
berührt, und dafs der Berührungspunct zugleich ihr Schwerpunct ist.” 
Der Körperwinkel (oder Kegel) ist ein „AÄsymptoten- Körperwinkel” der 
krummen Fläche. 

II. Es sollen die Gleichung und die Eigenschaften der genannten 
krummen Fläche gefunden werden *). 

Aus der angegebenen Eigenschaft (I.) folgt weiter: 

II. ,„Dafs unter allen Pyramiden (oder Kegeln) von gleichem 
Inhalt und gemeinschaftlichem Körperwinkel an der Spitze, diejenige die 
kleinste Grundfläche hat, bei welcher das Perpendikel aus der Spitze 
auf die Grundfläche, den Schwerpunct der letztern trifft.” 

IV. „Und dafs unter allen Pyramiden (oder Kegeln) von gleich 
grofsen Grundflächen und gemeinschaftlichem Körperwinkel an der Spitze, 
diejenige den gröfsten Körperinhalt hat, welche die nämliche Eigenschaft 


(ILI.) besitzt.” 
18. I. Wenn ein beliebiger Körper der Form und Grölse nach 
gegeben ist: von welcher krummen Fläche werden dann die gesammten 





*), Ist der gegebene Körperwinkel insbesondere dreikantig, und werden seine Kanten zu 
Coordivaten -Axen angenommen, so hat die Gleichung der in Frage stehenden Fläche (wie aus 
(1.) leicht folgt) die einfache Form 


sy MA, 
woraus man sieht, dafs die Fläche drei "en von Kegelschnitten enthält, nämlich dals sie 
von jeder Ebene, welche mit einer der drei Coordinaten - Ebenen (Seitenflächen des Körperwin- 
kels) parallel ist, in einem Kegelschnitt, und zwar in einer Hyperbel, geschuitten wird 
Ist ferner statt des Körperwinkels ein Kegel zweiten Grades gegeben, so ist die zugehörige 
krumme Fläche ebenfalls nur von diesem Grade, nämlich sie ist das zweitheilige Hyperboloid, 


12° 
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Ebenen, die von demselben gleich grofse Segmente abschneiden, berührt ? 
und in welchem Puncte wird jede Ebene, als Grundfläche des Sesments 
betrachtet, von derselben berührt? (Ist z. B. die Oberfläche des gege- 
benen Körpers vom zweiten Grade, so ist die gesuchte Fläche ihr ähnlich, 
mit ihr eoncentrisch, "und die Grundfläche des Segments wird in ihrem 
Schwerpuncte berührt.) 

II. Dieselben Fragen, wenn anstatt des Segments dessen Grund- 
fläche eonstanten Inhalt haben soll. 


19. Es giebt drei Poly&der, wovon jedes entweder fünf Seitenfä- 
chen oder fünf Ecken hat, nämlich 1) die vierseitige Pyramide (hat fünf 
Ecken und fünf Flächen), 2) die abgestumpfte dreiseitige Pyramide (oder 
das Prisma) und 3) die sechsflächige Doppelpyramide (von sechs Dreiecken 
begrenzt und hat 5 Ecken). Angenommen diese drei Körper haben gleich 
grolse Oberflächen, und jeder sei so construirt, dals sein Inhalt ein Maxi- 
mum ist, so ist, weun man die Inhalte, nach der Reihe, durch «a, b, e 
bezeichnet, 

a:b=b:c, oder b’=ac, wobei c>b>a; 
und umgekehrt: haben die Körper gleichen Inhalt, und ist jeder so beschaf- 
fen, dals seine Oberfläche ein Minimum ist, so hat man, wenn diese Ober- 
flächen durch «a, ß, ‘; bezeichnet werden, 
«:ß =Pß:y, wobei «>Pß>y. 

20. Welche Relationen finden nach Analogie des vorigen Satzes 
(19.), bei den verschiedenen Körpern Statt, welche sechs Ecken oder sechs 
Flächen haben? — Oder: wenn die 7 verschiedenen sechsflüchigen Kör- 
per gleich grolse Oberflächen haben, und wenn jeder so beschaffen ist, 
dafs er den grölsten Inhalt hat: in welcher Ordnung folgen dann diese 
Maxima, ihrer Grölse nach, aufeinander ? welches ist z. B. das Kleinste ? 
Und welches Verhältnils haben unter diesen Umständen die Inhalte der 
einzelnen Seitenflüichen jedes Körpers, für sich betrachtet, zu einander ? 


21. Wenn die Netzform eines Polyöders (d. h. die Anzahl, Gat- 
tung uud Aufeinanderfolge seiner Seitenflächen) so wie seine Oberfläche 
(Summe aller Seitenflächen) gegeben ist: unter welchen Bedingungen ist 
dann sein Körperinhalt ein Maximum ?” 


22. „FF enn die Grundfläche einer vierseitigen Pyramide der Form 
und Gröfse nach, und wenn die Summe der Seitenflächen gegeben ist, 
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so soll die Bedingung gefunden werden, 'unter welcher der Inhalt der 
Pyramide ein Maximum wird.” 

Dieselbe Aufgabe in Rücksicht auf Pyramiden von beliebig vielen 
Seitenflächen. 

Die Lösung dieser Aufgabe ist meines Wissens nur für den beson- 
dern Fall bekannt, wo die Grundfläche der Pyramide einem Kreise um- 
geschrieben ist, Für den gegenwärtigen allgemeinen Fall ist die Lösung 
weniger leicht und einfach, 

23. Wenn die Grundfläche einer beliebigen Pyramide, der Form 
und Gröfse nach, nebst dem Körperinhalte derselben gegeben ist, so soll 
die Bedingung gefunden werden, unter welcher entweder 1) der Inhalt 
des Körperwinkels an der Spitze (d. i. die Summe seiner Flächenwinkel), 
oder 2) die Summe der Kantenwinkel an der Spitze, oder 3) die Summe 
der Körperwinkel an der Grundfläche ein Maximum wird. 


24. Wenn von einer beliebigen Pyramide der Körperwinkel an 
der Spitze (der Form und Grölse nach) nebst dem Körperinhalte gegeben 
ist, so soll die Bedingung angegeben werden, unter welcher entweder 
1) der Umfang der Grundfläche, oder 2) die Summe der Seitenflächen, 
oder 3) die ganze Oberfläche, oder 4) die Summe der Kanten, ete. ein 
Minimum wird. 


25. Wenn die Grundfläche einer beliebigen Pyramide (oder eines 
Kegels) der Form und Art nach (d.h. sie ist einer gegebenen Figur ähn- 
lich) und wenn die Oberfläche derselben gegeben ist: unter welchen Be- 
dingungen ist dann ihr Körperinhalt eiu Maximum ? 

Wenn insbesondere die Grundfläche ein Kreis, oder ein dem Kreise 
umgeschriebenes Vieleck ist, so ist bekanntlich der Inhalt der Pyramide 
ein Maximum, wenn die Summe der Seitenfläche dreimal so grols als 
die Grundfläche ist. 


26. Wenn die Grundfläche einer Pyramide der Form und Gröfse 
nach, und wenn die Summe der an der Spitze liegenden Kanten gegeben 
ist, so ist ihr Inhalt dann ein Maximum, wenn jede durch die Spitze der 
Grundfläche parallel gezogene Gerade mit jenen Kanten solche Winkel 
&, ß, Ys +» bildet, für welche stets die Gleichung 


cos -+cosß +cosy+.... = 0 


statt findet. 
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27. „Wenn die Grundfläche einer abgestumpften dreiseitigen Py- 
ramide der Form und Grö/se nach, und wenn die Summe der vier übri- 
gen Flächen gegeben ist: unter welcher Bedingung ist dann ihr Inhalt 
ein Maximum?” 

Dieselbe Aufgabe für andere Pyramiden, oder für den abgestumpf- 
ten Kegel, dessen gegebene Grundfläche ein Kreis ist. 

28. „Besteht die Oberfläche eines Körpers aus zwei Theilen: aus 
einer der Form und Grö/se nach gegebenen ebenen Figur A (als Grund. 
fläche angesehen) und aus einer nur der Gröfse nach gegebenen Fläche 
B, so soll man die Form der letzteren für den Fall finden, wo der In- 
halt des Körpers ein Maximum wird.” 

Dieselbe Aufgabe für irgend einen besonderen Fall, z. B. wenn die 
gegebene Grundfläche 4 ein Dreieck, Viereck, etc. oder ein regelmälsiges 
Vieleck, oder ein Kreissegment, oder eine Ellipse ist. (Ist 4 ein Kreis, 
so ist B ein Segment der Kugelfläche.) 

Oder dieselbe Aufgabe allgemeiner, wo 4 eine beliebige (nicht ebene) 
gegebene Fläche und wo ihre Grenze, die sie mit B gemein hat, irgend 
ein (gegebenes) schiefes Vieleck, oder irgend eine Curye von doppelter 
Krümmung ist. 

29. Wenn die Grundlinie eines Dreiecks, so wie ihre Lage gegen 
eine in derselben Ebene liegende Gerade 4, nebst der Summe der Schen- 
kel desselben gegeben ist, so sollen die Schenkel so bestimmt werden, dafs 
sie, wenn man das Dreieck um jene Gerade A (als feste Axe) herumbe- 
wegt, zusammen die kleinste oder grölste Fläche beschreiben. 

30. Wenn der Radius einer Kugel und der Abstand ihres Mittel- 
punets von einer festen Axe 4 gegeben sind, so wird, wenn man die Kugel 
um die feste Axe herumbewegt, jeder Durchmesser derselben irgend 
eine bestimmte Fläche beschreiben; und zwar werden alle Durchmesser, 
welche mit der Axe in einer Ebene liegen, gleich grolse, und zwar unter 
allen die grölste, derjenige Durchmesser dagegen, welcher auf jener Ebene 
senkrecht steht, wird unter allen die kleinste Fläche beschreiben. Es 
ist nun die Frage, welchem Gesetze von den übrigen Durchmessern dieJe- 
nigen unterworfen sind, welche gleich grolse Flächen beschreiben (d. h. 
in was für einer Kegelfläche sie liegen)? 
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(Auct. Hill, L. Goth.) 
Theorema analyticum. 

Si fuerint Yyı5 Yz» Yss +++» Yn radices aequationis lineariter diffe- 

rentialis: 
"ya, yo" yta,0ry +... +0,y=%(, 
ordinis scilicet 2; universim hae quidem radices per coefficientes «@,, @,, 
Q,y +++: An, quae una cum arbitraria quantitate x variant, neque alge- 
braice, neque signo integrali indefinito / in usum vocato, exprimi possunt; 
nihilo-tamen minus innumerae ipsarum ralicum ipsarumque differentialium 
dantur functiones, quae ita exprimuntur. Et quidem forma alterna, quae 
ex hae d"ıy,.ö"2y,.0":y,.... 6"ry permutando signisque et notis- 
sima regula alternando oritur, si 2,, 772,5, .... m, numeri fuerint integri 
positivi, per J: adx reliquasque roefficientes harumque differentialia sem- 
per, et quidem algebraice, exprimitur. 
Problema analyticum maximi momenti: 

Datis functionibus quibusvis (p, 9, r etc.), quantitatum totidem 
(x, y,z etc.), aliam functionem (®) invenire ejusmodi, ut, valoribus data- 
rum in argumentorum locos suflectis, eadem resurgat vel tantum quanti- 
tate constante (c) a primitivo valore differat; videlicet: 


In )=Pa,y)+s, Pld,ar) = Dia,y,z2)tes etc 








‘Vom Herru Str. zu Berlin.) 
Satz 








Der te Näherungswerth des Kettenbruchs 1 ist, wenn 
a4 — 
b+ 1 
+7 . 


n eine gerade Zahl, 
Fr TE (n-2)a(? 7),(5) +7 — "# (7), 2), N 


2° Hana? Il?) RrSESWORG + nn 4. 


Der nte Näherungswerth des Kettenbruchs : ei 
2003 e— - 




















in sin (n @) CEOER 
n Tina 1) ee)” 2eosa' 
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(Vom Herrn Vermessungs - Revisor Nernst zu Stralsund.) 


Zur Umkehrung der Reihen. 


Wenn y=®x und 
= a+ßytYyY+oy+- 
ist, so sind die Co@fhicienten &, ß, 'Y; »... durch folgende Gleichungen ge- 
geben: 


(Pr), = 
(Dr) B—1 = 


eo 
HI Sn), Z ) 
PRENIRT. + 








11. S, We 
(®x)., (Ox),, (9x). u. 5. w. bedeuten, dals nach geschehener 
Ableitung « für x in Px, Pr, ®’x u. s. w. gesetzt werden soll. 


Zur Umformung der Reiben. 














1 t 

(= OR). 
7 (Dx)ı 
+| j Ta) 
+ ® 2), + g' m + 7” „ur 

De 3(p x), ER. 2 Hg), ] 
(a u Me ı 

+|[@ 2): 13 + 71233 +7334 1° 
+ 


Dxı, (Yx), (O8) u 8 w de kin Fr ©. X, 9 x, wenn 
nach geschehener Ableitung 1 für x gesetzt ist. 








_ Ei SE nr 


Druckfehler im 3ten Hefte 15ten Bandes. 


Par. 229 Z. 14 v. u. statt (AC, BC) lies AB, BC 


— 234 — 12 v. u st. (ABC und ZBD) |, ABC und ACD 
— 241 — 15 v. 0. 2 (4'B, B’B) l, AB‘, B'B 

— 243 — 7 nv. o. st. (Endpunet) |. Eckpunet 

— — —17v. 0. st. (der Kante) I. die Kante 

— 257 — 8v u. st. (sind) 1. sein 
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13. 


Aecquationes modulares pro transformatione Functio- 
num Eillipticarum. 
( Auctore Dr. L. A. Sohnke, prof. math. Halae. ) 








| ) Cy a u. 
Hutegrale V Yı-y),.Vi-R7) substitutione adhibita: 


(at a’ ta’ x 4+.... ta”) a”) 
1+bx°-+ bb m) gg2ım 
x 0x ’ 
|. IV transformari potest, quae trans- 





in eius simile 








formatio 2"= (2 +1)" ordinis nominatur. Relationes analyticas inter y 
et x, A et x intercedentes Cl. Jacobi in libro suo: Fundamenta nova ete. 
docuit. Ibi pag. 39 invenitur: 











* . 
yA= y«"[sin ccam4w.sin coamSw....sincoam?(z—1)w], 
ubi significant: 
Te re 
u ER — op K zZ dg 
u n ’ /n vAil—xxsug?)? Rp V(i—-z7sinp?)? 
xx tr x —=1, 


Numerum z, qui ordinem transformationis indicat in sequentibus nume- 
rum primum ponamus, quem ad casum notum est reliquos revocari posse. 

In fractione w quantitatibus 722 et rn‘ omnes valores et positivos et 
negativos, ipso  minores, tribui licet, verum 1. c. pag. 49 demonstratur, 
omnes transformationes diversas, quae exstare possint, evasuras esse, si 
pro w elegerimus valores hos: 


K ik K+ik' K+2iK K+3iK Km Nix 
aa © Re n ’ n ER a 


qui in formula ipsius A pro w positi (2-1) inter se diversos valores mo- 
duli A per x expressos praebent, unde elucet aequationis algebraicae inter 
A et x, quae aequatio modularis dicitur, gradum esse (2-1). Pro trans- 
formatione et tertii et quinti ordinis aequationem ejusdem gradus adeo in- 
ter radices quadraticas modulorum locum habere Cl. Jacobi docuit, nec 
non pro septimo ordine Dr. Guetzlaff (in hujus Diarii Tom. XM. p. 173): 


idem valere pro transformatione cujusvis ordinis ex sequentibus patet. 
Creite’s Josnrnal d. M. Bd. XVI. Hit. 2. 13 
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% 


Formula laudata: 
= vr" [sin ccam+w.sin cocamSw....sincoam?(r —1)w], 
cum sit: sincoamSpw = sin coam (4nw— Spw) = sin ccam4(n— ?p)w, 
ubi (2—2p) est numerus impar, quoniam ponitur 2 numerus primus, etiam 
scribi potest: 
VA = Ve". [sin ccam4 w.sin coam 1?w....sincoam4(2 —?)w], 
qua in expressione alia multipla ipsius 40 non inveniuntur, nisi imparia. 
Ouorum sinus coamplitudinis tanquam funetiones ipsius sin ccam4w re- 
praesentari posse satis notum est, ita ut, denotante f [sin ccam4w] functio- 
nem ipsius sin coam4w rationalem, efhciatur: 
. 


4 B 4 
yıA= yxr.f|siocoam4w], aut poito: yA=v, yı=u, 
y == u”. f[sin coam!w]. 


Haec vero in formula loco w, valore ipsius y eodem manente, seribi posse 
‘ « at . . D . . 
w, 20, 30, «00. —— u facile intelligitur, unde prodit: 


u 


BA — fI[sincoam!w] = f[sincoamSa] ....= /[sincoam ?(r-1)w], 
u 
vel etiam: 
p : ’ p —_. | » Y/ ’ 
a — | /[sin coam 4w]}” = {f[sin coamSw]}".... = {/[sincoam?(z-1)»!} 


5 


= — .2;/[sin coam4n w]}" 
n — 





Dee 





si numero m omnes valores 1, I, 3, 2... tribuuntur. 


> 


Habemus ergo singulos valores ipsins y sequentes: 


























| ) 4K . SK . 2'n-I)K j . 4K 
v, = u”. |sin coam —— . sin eoam —— +... Sin coam — — | = u” ffsin coam : 
% n 7 n n 
RK’ . SıK’ ö An-I)iK' j . 4iK’ 
v,= u” .1Isın eoam . sin COaltt —— .... SM LCOAM ——— I] ZU N; sıncoam ——|, 
A n n n n 
” aK+4K’ , 8K+SiK’ ’ Un— 1) K +2 (n—1)iK 
v,== u". |sın cocam ———— .„sıuU coam — “0. SIN COM — 
\ n n n 
= A 4K+4iK 
= u”./ |sincoam h 
n 


4K +Sı K’ 


— n Be ng 
Vi = Mo [si coam 
n 


. . ® - u “ “ . 


4K+4(n-NiK’ 


SK+16iK’ 





„sin coam .... SInroam 


n 


= u".f «io coam 


SK+S/(n-NiK' 





Ya ze u". [sis coam r 


n 


=2 u”. 


BE ‚Ssı0n eoal nn a — ae 


& [sin coanı 





Amy Arte 


n 





4K+ 1 
m ’ 


AUn-N)K+/n-1)?iK' 
4K+ u 


ni 





sin coam 








alas 
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aut: 
I 5 ei u «in coam = A]N j 
I. . = >53 # sin coam +! r N, 
— 4 = = 2 N sin coam rt] |, 
a nr == 2 | / [sin coam ı”" te] F; 


p | RK 
BI Fa / [io nn Erin EIN . 


2 u”P n 








unde additione facta eruitur: 


n—i1 vr + +.. th rarı 











2 u”p 
iK' ; Ki? 
— ={/|sin coam tm wu 1r + si [sin coam *”" - I r 
n—1 


ubi numero m valores 1, 2, 3, .... numero m’ valores 0, 1, 2, 


> ’ 
3,0... 2—1 conveniunt. Verumtamen, cum sin coam (u+7Ä‘) = sin coam u 
sit, formula ita transformari potest ut factor ipsius 7A‘ ipso 2 minor fiat, 
quo obtinetur: 


Fr 4m K+4miK']y' 
1. v +», wire BE TI das = {/ [sin coam Er mei |}; 


si pro za ponuntur 0, 1, 2, 3, 2... —, pro m’ 0, +1, +2, +3, ... 
n = 


Br; . En e 
... 4757, Ita tamen ut quoties m =0, et ipsi m‘ valores tantum posi- 


tivi 1, 2, 3, 000. 











PAR 
© 
praecedentem eluceat, animadverto et hanc et illam ex 1 torminis in- 
ter se diversis constare neque numerum 77 diversos quam in priori for- 
mula valores assumere. 


tribuantur. Ut hanc formulam eandem esse ac 


4mK+4m’iK’ 


n 





Nune demonstremus functiones symmetricas ipsius sin coam 


esse functiones rationales ipsius %. 
In auxilium vocamus ex Fund. pag. 42 formulam: 


1—A sin am (4, 1) = 


(1-x. sin amu).[(1-2.sin amı u. sin ccam4w)(1-x.sin am u. sin cocam8w).... (I-#.sin am u. sin coam(n-1)e)]? 











(1—zr'.sin? amu. sin? am 4) (1—z?.siu? amu.sin? am&®)... .(1—x?.sio? amu.sia? am 2 (n-1) ») 


13 * 
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(1—x.sin amu. Sin coama)* (1— z.5in am (nv we 1— x.sin am (u—e) 
'vel’cum sit: kann: — a u > 
1— 2°. sin? amu.sio’ an am 














(4) 1—Asinam (7, x) 
(1— x.sinamu) (l—x .sin am (u+40)) (1— x.sinam (u+8o)).... 1—x.sinam (u+4(n-1) ®)) 


A? am4o.A*’am8o....A?’am2(n—1)w 


. di) 





In hac aequatione poito w = ex notatione $' 24. Fund. produeitur: 





n 


1—A, sin am (77; \,) = 
aa | 
I1—x.sivam u] |1-x.sinan („+ )| |1-.sinam In 72 N... nt, he (1 + 4(n-1) iv )| 


n n 


4K SiK’ In—1)iK' 
.Z\® am ....A?:am 20 IP 
n n 


























ZA? am 


Mutando x in A, quo Ss Kin A,‘ in x, M, in M’ transit, et posito 














“ loco v, unde — - —nu| 2 btine 
MT „un mm ı loco m,’ obtinemus: 
(B) 1-—z.sinam(nu,x) = 
RR Ed 4A S:I\1 2 n-Nit 
|1-2.sinam | |1-2.sinam (2 + » ] I I-).siu am (4 D — ler am (= Te u = =) 
h =7 h 8:.l’ YUn—t) id‘ SE. 
3 am ——. /AA?’an 7 
n n n 


in cujus aequationis parte dextra Modulus A valet. 











ss . a ö 4m'iK’ 7 
Si porro in aequatione (#.) loco u ponimus u4 — unde ATi 
re +m’iK‘ u 4m’id! . K . 
transit in — 4 —— = - ——— , posito = —., prodit: 
Ba 7 n M ER PEEE 
4n K-+-4m’iK’ 
n[1—: sın am RW. 1.5 Si ) 
1 A sin am (+ I tm‘ -. Prsmanme . — = 
en 7 n 72 12 4K ,. 8K sit: 
rt am TZVA0 EN am - u re A am 
n n n 


si ipsi za valores O, 1, 2, 3, 2... 2— 1 tribuuntur; jam ubi hac in aequa- 
tione ipsi 7° tribuautur valores O0, 1, 2, 3, 2... 2— 1, facto producto se- 
cundum acquationem (D.) obtinemus: 


1— x.sinam(zu,x) = 

















s 1 ER WER (1 a“ 4m Kt m’iK’ )| 
n 
E 4K N SK A 2n—1) =] |: r 4;4' 8:1 r U(n—1)id’ i 
Aam —. A am — ....Aam ——— Aam——., am - .... ZLan — | 
nl n n n t n 


ubi utrisque 772, m’ valores O0, 1, 2, 3, 2... 2 — 1 conveniunt, 


Quae formula facile etiam in hanc formam redigitur: 
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4mK-+ ei 
n 


4m K+4m'iK' 


|: — /,sin am u. sin coam 





1—x.sinam (nu,x) = (l—x ‚sin am u) Il 





1—x?. sin? amıu. sin? am 








n 
.,. 0. ‘ n—1 
si numero 772 positivi tantum valores 0, 1, 2, 3, .... —;—, numero m’ 
n—1,. . e 
valores 0, +1, +2, +3, 0... + 5 tribuuntur, ita vero ut quoties mn —=(, 


o .,. . ‘ | . 
et ipsi 7’ valores tantum positivi 1, 2, 3, 2... —;— conveniant. 





m 


Haec formula vero pro 2=4p-H1 modo valet. Nam pro =4p» —1, 


uU 


cum valor ipsius M sit negativus, ita ut ymyzru fiat, signum ipsius 


u in contrarium mutemus necesse est, unde sub hac conditione habemus: 
m K-+ =] 





i+ z.sin amı.Ssincoam 
n 


1— x.sinam (zu,x) = (l+x.sinamu) I] rn 
Dia g 2... 3mK-+4m’iK 
1— x?. sin? amu. sin? am 








n 


Ut eandem quantitatem algebraice determinemus, ponamus in aequa- 
tione 18. Fund. pag. 33, quae est: 

i Aamv— z,sinam u.cosam v]? 
1—x.si .[1—x.sinam (u—v)] = een - - 
1 x.sinam (4 + V)] [ ( ] 1— x. sio® amu.sin’amv ?° 

u=?%pu et v=(?p—I1)u, quo invenitur: 


|1—x.sinam (4» —1)u]. [I— x.sinamu] 
[1 — x.sinam2pu.sin cocam (2p—1)u]?. A?am(?2p —1)u 
1 —x#°.siun®am2pu.sintam(2p—1)u 











b 


aut sinamz per x significato et per X, functione rationali et integra ip- 


sius x dimensionis 72", cum notum sit fieri: 

















& h V(i—-a?).v(l—x?x°) Vuntl3 2 a X ap-i 2 
sinam?pyu= ————— —, sinam(?p-1)u= —- r 
X, 2 N ic aa 
pP 2p 
: X,n? Fu vVvi—a?). X pt 
cosam?pu=——; cos am (?p-1)2 = - i 
F An? A a Ye 
N,,: H Vvi-xrx).xX 
ae A En 
4p "Rp-l) I 
“ p Aypt £ Y 1 v(i-— =*) \ Ip I —1i 
sın ccam- pP uU — N, ’ sın coam (2p- )u = Vi-#°).X ae, . 
excutitur: 
(1+xx).[X,.2_,,1” 
u h Spy’—4n 
1—x.sinam(4p —1)u = — _ 


N 6p?—8p 


nee minus ex aequatione 19. Fund. pag. 33, posito u= (!py+1)u, 
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v—=?Ipu dedueitur: 
1— . X 2 ? 
1—x.sinam(4p +1) = A—x2) [Kyn24p] 


X « 


16p?-+3p 





Invenitur exempli gratia: 


. I+xr1l.[1 —-?2xr 9220 2? 2*1? 
An + 1 Fe“ . 
3 





[1- z2].[1— 222 — 42?20?+1022?+52' 0% —42(2 43%)‘ 
— 42? 1—r’)2° +42? 3-22?) 2’ — 52208 102° 


i . 4 4x:2'° + 225077 — 2° 2'2]? 
1 — x2.sınamdu = - i 
ER 





f1+x2] [—420 —4r’2°+4x(74+2%?)2? — 142° 0% 

— 282 (2+32°)02° + 2832?’ (1+4x?)x® 
+42 8+512°-+16#*)0°— x?(164+3052?-+1442*)a® 
— 82?(16+252?+42*)0?+8x*(464+572?+4+8x*)"° 
+56x° (142%) 2! — 424 (56 +1612°+56%*) 2" 
+562°(2+x?)273?+8x*(84572?+46z*)x2'* 
— 845 (442522 41622) 07 
— 2° (144 + 3052?+ 162°) 2"° 
+4" (16-512? +8%*)2""7 + 282° (442?) ac"? 
— 284° (34222) 019 14210 02° 444° (24722) 02" 

1 — x.smam7u = — mu Dil en . 

Ass 
Coellicientes ipsius x in functionibus X obvii omnes sunt expres- 





siones rationales integrae ipsius *, sicuti e thcoria algebraica multiplicatio- 
nis funetionum ellipticarum constat. Unde etiam patet expressionem, quae 


in numeratore ad 4quadratum elata invenitur quamque supra invenimus 
4m K+-4m'iK'’ 


N 





—=|]l |: +x.sin am u.sincoam 1; esse functionem rationalem 


integram ipsius x et x, qua re concludi potest funetiones symmetricas quan- 


: : 4m K+4m’iK' a iuiae 
titatum sin coam + „ ubi ipsi zn et m‘ valores supra diecti tri- 
n 





buuntur, esse functiones rationales integras ipsius x. 
5 2. 
Valores omnes ipsius y sive radices aequationis modularis analytice 
expressae, ut Jam dietum est, impetrantur, si in expressione 
v = u" [sin coam4w. sin ccamSw....sincoam?(r —1)w] 
pro » ponuntur valores: 
K:K KHK K4UR 


—, r 


K-+(n—1)iK 








m u...» 


n n n n . n 
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Cum quibus illos valores, qui secundum Cl. Jacobi eruuntur, si in 
formula 7. Fund. pas. 89 . est 





A+g) +9) + 99) 
(0) wevtWr KO AICE TORE TOpE -] 


ı 1 1 I 
ro 0 valores: 0”, 069", 9”, 2... 0"19", in quibus & radicem quam- 
p N; ’ ’ ’ | 


libet aequationis «= 1 siguificat, ponuntur congruere Jam demonstremus. 


' . K . 
w) Posito primum w= —, erit: 
n 





n . 4K ® SK > 2/n—1)K 
y, = u”. |sin coam —. sin coam —— .... sin coam - 
ı 


quod idem esse ac si in aequatione (C.) 9" loco 7 ponimus sequenti modo 


patet. 
Si in Fund. pag. 88 formulam cos. am. per Aam, dividimus, ha- 





bemus: oKxr 
sin coam 





/ cosx. (1+2g? cs? +g*)(124 Sn g°)(d+2g° cos?c tg"? 
e (1+2g 00820+ 9°) (142° c0s20+g°)(I+2g° cos 2c+ g'° 


|n 





ns 
mn 
n 























2 4 1+29” cos?2c-+ g*" 
—— u: v9- cos II cos 2 ac + g*?? 
ergo: 
22 42 — ırı An 67 —1 
y =u.Z.V 9.0087. 008 ee cos - u % 
n n n 
‚ . Sr “ r es 
(1423 eos hger I-+2 g’reos — + g” En... I+2 94” cos — + g® 
Il 





fie; 4 4r—2 r-I St ” 9-Ir1 n-Un P: 4 
(1424° cos — tg” L-+ 29°! cos — -+ gq”"? ..(1+27°”! cos + 2) 
n rn 


Cum vero sit secundum theorema ET EEE 

















4n F ( In Bi .( 1+.x0* 
? ’ age R ) a — ) » 
(142 cos a +2’) l+4-?Ix cos . +x 1+? ERER. 1 uand 2 bi M4r)= 3 
In 4; 65 —1 a 
et cos”. cos. cos — 2. 008- 7; prout z sıt Sp+1 aut 
22 
Spr+3, eruitur 
nn BREI SPEER CELL Ol k nam, 
MN ARRRUN AH )lHg”) 


ubi signum multiplicatorium sic intelligendum est ut pro r deinceps 1, ?, 
3, .... ad infinitum usque ponatur. Quod si revera fit nec non pro u 


valor ex aequatione Due: prodit: 


AHA) AHEN)- =], 





m ET227, (dr )Aatgr)atg)ee 
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ubi positivum signum valet si 2 est formae 8p +1, negativum autem pro 








n—=Sp+t% 
3) Reliquae radices omnes sub hac forma comprehenduntur: 
. 4m K+4m’iK . 8mK+Sm’iK’ 
(D.) va u” Isin coam = .sın coam = SR 


‚... sin coam- 





2 (n—1)m K+2(n — nf 


n 
' 


si zn‘ aliquem numerorum 1, 2, 3, »... (2—1) significat et 2 unitatem, 


hac vero conditione addita, ut pro n’=]1 sit m ponendum tum =1, 
tum = 0. 


Applicata formula pro sin, coam., qua jam supra usi sumus, fit: 











d „ Amprse , 4m'pinK‘ | 
n-1 i 4 ER, TI 142 q’r.cos( u m'pi? )+a" 
Impzt m'pirt n n EB 
E) var? cos( PR + —% ) — 
us n nA FR 4mpr , Im’/piaK’ ar-2 i 
N jir2g „cos( Es —)+g 
n nA 


qua in aequatione prius signum multiplieatorium indieat productum esse 


formandum ex omnibus terminis, qui eruunfur si pro p deinceps 1, 7, 

“. >> ne N . . - 

ponuntur, altera vero signa ad r referuntur ita ut pro r sit 
n 





ponendum 1, 2, 3, 2... 8%. 
Ad productum aceuratius dilucidandum adnotabo formulas: 








ex #— 
ea ae en —— E zu3X I Uux 
c08x = 5 = ze”[I-e" 
nk 
et cum sit 9=e *, 
i _ zn 1oix £ ara! ix 
Hart _ _Itte R ] lire R | 
14 y” 4, vos: u Da 2r-V en II rix 2r—1 ER ir ’ 
Ir |ife # 
quibus adhibiıtis invenitur: 
n—] . { ImpiE „u m 'pıK u ER 
a 2 ee u x (14 e ) x 


pe A u _ Wr pie | Am’pr 
= u ” |, I K n nÄ ] | 
| _ @r—I)nuA’ impin _ dm mt 2r—l ıK'  Ampin „mp K’] ’ 
te X . Tr ’ u r I} 
Jam numerum integrum s determinemus ejusmodi qui satisfaciat 
congruentiae 2m's= m (mod. n) aut si placet aequationi 2m’s—=m+Pßn, 


denotante % numerum mivimum, qui aequationem explere possit, et po- 
14 


























— 


namus e” = a, quod a est radix aliqua aequations x" = 1; tum 


rn! &mpir __4m'prıK’ 


en nk gequabit 
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2rr+4m’p nn Artim’p nr +im’p 


_uk 2sin 
i "K an - 
en \e c = \eg 


auoniam est: 


. 
le 
IS 
1 
BZ 
“ 


Ita permutata aequatio (#.} formam induit hane: 


ER PETE ya tim | y2ur—amp]) 
(F.) Ba N (ug”) 5 lı+ (a7”) 1. - + (le ande IiHlant) Tarı M\ 
| nl) ir) 1 


Satis vero notum est per expressionem Yar+4m'p, ratione signi 














non habita, omnes numeros pares repraesentari, si pro r omnes numeri 
ü ni ‚ i n—H1 

0, 1, 2, 3, »... 00, pro p vero omnes numeri 0, 1, 2, 5, .... —— PO- 

nantur, quum congruentia +4 m’p == N2Yy (mod. r), ubi Y numerum quem- 


libet integrum significat, semper solvi possit, idque unico tantum modo si 


. . n e . 
n est numerus primus et » valorem ipso —— majorem assumere nequit. 


0, 





Itaque in numeratore: 


| 1 inrimt, j 8 nr v1 
nlı+ (0) bitte) 
pares potestates omnes inveniuntur, exceptis tum ıllis, pro quibus r valo- 


rem zero assumturum esset, tum illis, quorum exponentes ipsius In fo= 


rent multipla; priores autem dactore, qui huie producto praefixus est, 


f ı 4 mp 
[1+(a4”) | exhibentur et religquos aceipies si numeratorem factoris u 


(C.) uti licet in hunce modum seribis: 


l1+ (a7*) 1.114 @°) ].l1+@s”) ].... 


Illos factores, qui potestates negativas continent, ergo hujns formae sunt 


7 5 ua j ı\.Y 
lı+ (ug”) I, mufamus ın (ag”) 14 (09*) 1. 
Quae in numeratore cum ita sint atque in denominatore res plane 
similiter se habeat, valorem ipsius v sequenti modo seribi licet: 


Yarie ” (09*) . I+ (z9*) I-Lt+ Br 14 lag" ) | 2? 


— 


ı\ | ı\ IN 
I\* 1+(ag*)) ' 1+(ag*) | . 1+(ay' ) | ... 
per (ug”) significatur productum omnium factorum, qui in numeratore 
et in denominatore ex potestatibus negativis nascuntur. Ipsum Iimetio- 





yon VaYg". (u7") 














nem esse ipsius 7° facile perspicitur cum x valores diversos assumat pro 
diversis radieibus y ant quod ad idem redit pro diverso valore ipsius m’. 
Crelle's Journal d. M. BO.XVl. Hft.2. . 14 








(G.) 


v=y?.l 


y) 
IT £ 





106 13. Sohnke, aequ:tiones modulares pro transform. Functionum ellipt. 


Ponamus ergo z= D(m’), tum erit: 
1 715 

Y( ") LET - 1+(ag”) =. 14a) ].| ’ ee ) ea 

== /2 > V\(as - z - | m 37 zu 

1+(ag”) Ä 1+(a,) |.| 1+(ag” } 


Valor ipsius v, qualis per aequationem (D).) repracsentatur, quoniam im- 
mutatus remanet, si zn’ zn, cujus zZ numerum quemlibet integrum de- 
notat, in locum ipsius 77° cedit, inde consequitur, ut expressio ipsius y 
quoque talis, qualem aequatio (G.) praebet, permutationi non sii obnoxia 
ulli, ubi 2°+zr pro m’ sceribitur. Atque cum praeterea vel « in eadem 
ipsa positione nullanı permutationem ran aequatio (G.) transit in hanc: 


























n 


8 EEE I e A s 
Ka)" 2zn( 1 RN) +8.y(m’+: ). [Ein ") , +) Il) 1... 
14a). 1+(aq") nen | 


Ita quidem comparatione facta cum (@.) patet 



































2zn (n"—1)— Im’ (n"—1)+8,0(m'+zn) aequare = n’— —1)+3S.0(m') 
vel: 
.ö z 2 —1 
Pm' +zn)— Om‘) = 2 ZU 
vel ex theoremate Tayloriano: 
og (m‘) oO?gp{m’) z?n? _—_ zn(n’—1) 
om’ Sa 5,878 we 4 ’ 


quod per zn divisum posito deinde z = 0 praebet: 
ce f(m‘) n?—1 


pe 4 . 





om’ 


Integratione facta eruitur: 





Ya. 4) : 
Om‘) RR... (n K) ne, 
s 4 
Ut Constantem C determinemus, ponimus in (G.) m’=1, m==0, quo fit 


= 1, tune efheitur: 
„= 2.16)  ; Er 1 Ute? 1. Er }.... 
lit” |. Ir]. 140° -]... 


qua in aequatione (7") productum esse scimus, quod ex negativis pote- 
statibus, quae insunt in aequatione (F.) conflatum est. In qua aequatione 
(F.), statuens m’ esse =1, m==(, ubi factores elegeris, qui negativas in 


se contineant potestates, non nisi tum, ubi r—= 1 ponitur praetereaque in 





z 


InP\ N 


solo denominatore a fine ineipienti tibi sese praebent hi: 
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3 


a 14] ir=4m+1 


n—? 





. 
.. 





I-+y ] sın=4m—1 
quorum productum facile hanc formam induit: 


le le. 
2 (+ |. 


Factor 9 °” ex denominatore in numeratorem translatus gignit: 


er ( Br, 
BE N 
g a ; > 


n?—1 





unde producitur: 





?rN)= 


; 


ex quibus colligitur: 








NE m’ (n?—1) | 
Om’) 4 gr S ® 


Qui valor in aequatione (G) positus, ellieit ut ea transeat in: 
TR Sy EL CHDI BLELOWDEH LEI) 

„= 12.1 (at) „Kerle 1 lrleat) 1-birlau) 

1+(aq") 1: Li+lagr) 1. 1+(ag") I... 


Hince videmus transformationes singulas quamvis in diverso ordine 


























nos lucrari sive ponamus in valore 
y = u”. [sin coam4w. sin ccamSw....sin ccam?(z —1)w]| 


pro w: 
K iK KHikK’ KH2iK K-+(n—1)iK’ 
mn’ n ? n r) n yıın. 2 N) 
sive in aequatione (C.): 
8 raten] 
— v. Mu: Mh: EA 
Ber © ai ETUI TUI Top 
I 


1 I 1 
pro g seribamus: 9", 9", ug", ag" cn. ag". 

















Ut denique eluceat, ipsum «& suos valores omnes accipere, si pro m‘ 
singuli numeri 1, 2, 3, 0... 2—1] ponantur, in memoriam revocare sul- 
fieiet a congruentia Ym’s=1 (mod. r) pro certo valore ipsius 7° unam 
tantum solutionem, ipso 2 minorem admitti, ita ut posito m’=1,N,3,... 


...a— 1] pro s expromantur 2— 1 valores ipso 72 minores, quos omnes 
inter se diversos esse patet. 


14 * 
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3. 
Aequatio modularis, quam inter vu et v revera locum habere et cu- 
jus gradum esse 2a—+1 in $’ secunda vidimus, pluribus conditionibus accu- 
ratius est determinata, quas nunc afferam. 


a) Forma acguationis est haec: 
"HLO" HOT +OV"?H+...+0v+Cn = 0, 
in qua coeffieientes C,, C;, C,, 2... sumt functiones rationales integrae 
ipsius z. Terminus constans C,,,,, uti ex theoria aequationum algebraica- 
rum nofum est, productum radicum exprimit, ita ut secundum $. 1. fiat 
4m Ari] 


n 





Cu = u, [sin coam 
ubi m et m‘ valores loco citato exactius definitos assumunt. Si vero aequa- 
tionem 8. per 9. pag. 66 in Fund. dividimus nee non radicem quadrati- 
cam extrahimus, habemus 





nn—1 
. 4m K 4m’iK' 1 + 4 \rn-—1 
I1 [sin coam mAr "—Zl=+() = +(-) , 

n 2 % u 
ergo: 
1 nn—Ll 
Gy = !H+ (-) Eau ET a 
r u I 


Ut de. signo hujus termini certiores fiamus, forma omnium radicum, se- 


cunda excepta, haec est: 














ne 4K+4miK . SK+Sm’iK 
y=z u,lSıu coam .sın COam 008 
n 
. n—1)K+2(n —-1)m'iK 


quae expressio, valoribus diversis ipsi 2° tributis, siguum suum minime 
mutat, cum sin coamzö quovis multiplo ipsius ZA’ ad argumentum u ad- 
dito siguum suum servet. Radices igitur omnes idem signum habeant ne- 


cesse est, quod est ipsius 





„I, 4K . 8K . 2(n—1)K 
y, = u”. |sın coam —- „sin coam —-. .. . sin Coam ah 


Cum vero sit sin ccam(4u+ Ä) = — sin amz, in hoc producto illos factores, 
qui argumentum ipso Ä majus continent, a ceteris separemus, unde eyadit 
pro n—=8sSr+1 et = 8r—3: 


n—1 
— . 4K . SK R (n —E] 
—— jo ’ 5 "m Fe > a FEN ER 
= ( 1)" .u Isio coam z sın coam = sın coam z x 
[si 3K i ’K " ar 
sın am — . sın am —— ... . Sin am 3 
n n n 
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pro r=8r—1let=8r-+3: 
n+1 j 


eh 4K . SK 
n 


—3)K 
(r >elx 
n 


(n—D)K 
n u 








. K . 5K . 


qua ex re manifestum est, radicem primam, ideoque reliquas omnes, se- 
cunda excepta habere positiva signa pro 2=8m-+1, negativa vero pro 
n=8m+3. Radix secunda semper est positiva. Productum ergo radi- 
cum omnium sive C,,, erit positivum sive = -+u”*', si r habeat formam 
Sr+i1, et negativum sive = — ut, in =8drH+t3 


b) Aecquationes modulares, commutatis inter se x et A, immutatas 
manere ex Fund. $. 29. notum est. Exinde idem valere si z et v inter 
se commutentur sponte sequitur, dummodo, quod sub sequenti litera fac- 
turi sumus, utrum y pro u ipso sit ponendum an pro u negativo, accura- 
tiori examini subjiciamus. 

Jam vero ex his concludi potest aequationes respectu tam ad v quam 
ad u ejusdem gradus esse ita ut coeflicientes C,, ©,, C;, .... altiorem 
potestatem ipsius u, quam (2 +1)” continere nequeant, cum summa po- 
testas ipsius y sit (2-1). Hi coefficientes habent adeo formam certam 
banc: u”. (a +Pu + yu°+öu"+....), ubi in parenthesi illae tantum 
potestates ipsius 4 inveniuntur, quarum exponentes per 8 divisibiles sunt. 
Quod ut probetur ex Fund. pag. 89 formulam 7. in usum nostrum liceat 





convertere 

NE AHA HHN)AHrgTN)«--. 

Ai Fo aualer TETOKE TOR 
= v2. v0. IR +] 
= 1r2.v9-[/(n)] 

ergo: 


= 2.19. 
= 2.n. VL), 
u! — dıyy“. I), 


u" = 16.9.[f(N)); 


u"tt — En, vgct j BACH a — vn, g. vo‘. BIC) a 
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ubi 2+1=5s-+tf positum est, unde pro z=S8r+1 fe =, 

- n=Sr+3 - t=4, 

. n=S8r—l - t=(, 

- n=8r—)3 - t=6,. 
In paragrapho secundo unum valorem ipsius y vidimus erui si in valore 
ipsius u modo allato 9" loco 9 ponatur, quo facto impetramus: 


= +#r2.v.[[N), 
v’ 2. ve. 
2, 
4. vo" Lo); 


| 


| 


| 


“= 16. "Mn 


. > . . ’ [ ® . » . 


np u „/OrHt . n(n#1) n\yıtl Yr+l st i t /rıyı tl 
rt yet)" = vr LEN) > 


qui exponens ipsius 9 sub signo radicali ab illo 2 in valore ipsius u”*' 


“ 
” 


dilferre nequit, cum facile intelligatur numerum (2-1) per 8 divisum, 
si 2 ut impar numerus ponitur, idem residuum habere ac (+1). Ubi 
Signa duplicia apposita inveniuntur, superius valet pro z2=8mH+Hl, infe- 
rius pro 2=8mH+3. 

Si in aequatione modulari, quae jam tanquam perfecte composita 
statuenda est pro u et v valores modo dicti ponuntur, termini qui ex v"t' 


et u”*' nascuntur eandem quantitatem irrationalem y’g‘' continent neque 
aliam reliqui omnes termini debent involvere ne quis co@fficientium in ae- 
quatione per hane irrationalitatem divisa irrationalis restet. Potestas igi- 
tur quaedam u” in talem tantum potestatem y? ducta inveniri potest ut 
mp»: (mod. 8) fiat; ideo coelficiens © potestatis y’ in universum ha- 
bet formam hanc: u” + Bu” + yu”t"-durttL... 

c) Haec productum quod ex prima potestate ipsius z et prima po- 
testate ipsius y formatur in unaquaque aequatione modulari necessario in- 
esse debere satis demonstrant. Tria igitur membra adhuc definita hanc 
aequationis formam produnt: 

"rt... t+aoutut—=0, 
Cum vero x et A inter se commutatis, quo aequationis mutationem quam- 


piam fieri non licet, terminus @uy in se ipsum redire debeat, facile per- 
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spieitur ro n=8m-+1 cut n=8m—1, cum in ultimo termino aequa- 
tionis superius signum valeat, u e/ v ipsa esse inter se commutanda, pro 
n=Sm-+3 eu n=85m— 35, ubi negativum signum locum habet, u esse 
ponendum loco y, loco u autem —v; nullo enim alio pacto terminus «u y 
signuum suum servare potest. 

d) Ex illa observatione, quod aequatio modularis z et v inter se 
commutatis immutata manet, coefficientes terminorum u”y’ et u?y" aegua- 
les esse sponte sequitur, hac vero conditione adjecta ut eorum signa sint 
contraria, si n habeat formam Sr+3 et p sıt in numeris paribus. 


e) Ex alia nota proprietate (Fund. pag. 31) aequationes modulares 


immutatae manent, si loco vv, y ponatur —, 5 unde coefficientes termi- 
norum u". yP et w"t!=", ytıP non diversos esse patet. Iude sequitur hoc 
theorema: Si aeguationem secundum potestates descendentes ipsius v et 
Jactores singulorum terminorum secundum potestates ascendentes ipsius 
u ordinaveris, in terminis qui aeqgue longo intervallo ab initio atgue a 
fine distant, aeguales habebis coefficientes, qui vero pro n—=8r+3 con- 
trario signo affecti sunt. 

f) Posito u=1l, fit etiam v=1 et tali quidem modo ut pro 
n=8r+1 omnes (n-+1) valores ipsius v fant = +1, pro n=8r+3 








vero r valores = — 1, unicus = +1. Expressiones enim ipsius y com- 
prehenduntur in hac forma: 
4mK-+4m’iK . 8m K+Sm'iK' 
v = u.]sın coam z .sın coam sr .... 





.sin coam ; 


2 (n—I)m m ung 
n 


. 4m K-+-m’iK' u. 
pro sin coam . — vero scribi licet 











’ _— K— 4m’ piK' n—4 K or. e 
sin am ade EEE, ae ji, tang am Pr. —E PX] (mod.x«‘). 


n L) 
Posito autem v=1, unde «=1, »"=0 transit tang am w (mod. «‘) 
in tang zo; ideoque fit: 




















: n—4m K 4m’'p . n—4mp 4m’ ja 
i.tang am | 2. — —.K (mod. »’) =: .tang BE E 
n ı n 
n—4mp ‚K 4m’p .iK .n—imp K+ im’p ig _ An—4mp) ‚K+ a ix: 
Mer " —_—e e 1— e £ 
ann DE EN TE EI u 


e n x - .s Le ua, . ‚iÄ 1+e e - 
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cum vero pro "—=0 st Ä=x ee X =-., efhcitur 


!.tang am mr. 2er.) (mod.0) = 1; 
n ı n 
ergo etiam v ad unitatem reducitur, de cujus signo idem prorsus valet, 
quod sub lit. a. hujus $' diximus. Hine patet aeguationem modularem, ubi 
ponas u=1, pro n=Sr+l transire in vH =0 et pron=S$Sr+3 
in (v+1)".w—1)=0. Inde summa coefficientium, quibus diversae po- 
testates ipsius v ailectae sunt, in quoque termino aequationis secundum 
potestates ipsius y ordinatae cognoseitur, ita ut singuli quique coefficientes 
e reliquis determinari possint. Summa enim coefficientium termini Y: 
pro 2=8r+l ert = (-AYE P 
. n=y,r+3 - = [Pr Pr, 

ubi in universum per P,, coeflicientem termini (s+1)" in evolutione m'” 
potestatis binomii cujusvis significamus, 


$. 4. 

His conditionibus rite perpensis et collectis aequationes modulares 
facili negotio derivantur. Exstant vero duae methodi ad aequationes ob- 
tinendas aptae, quarum alteram paucis tantum verbis adumbrare et uno 
tantummodo exemplo illustrare est animus, quia calculus prolixior est quam 
in altera. 

Coefficientes aequationis modularis quae secundum $. 3. lit. b. for- 
mam sequentem habet 
ru" (a tßur yet...) tu HR Hu ..).. tut=0 
hoc modo se accuratius definitos praebent. 

Signum ultimi termini ex $. 3. lit. a. determinatur. Secundum $. 3. 
lit. d. termini u”.y?’ et uP.y”, secundum $. 3. lit. e. termini, qui ab initio 
atque a fine aeque distant aequales habent factores, ex $. 3. lit. - summa 
coefheientium cujuscunque termini definitur. 

Ex his numerum coelhicientium determinandorum valde minui ma- 
nifestum est. Si igitur aequationem aliquam revera calculo indagare vo- 
lumus primo loco ex $. 3. lit. db. scimus quaenam potestates ipsius u et v in 
singulis quibusque terminis contineantur nec non plures conditiones quas 
inter horum coefficientes intercedere e modo dictis elucet; deinde ponamus 
pro u et v valores (ex $. 3. Jıt. d.) in series infinitas evolutos.. Summa 


coefhieientium uniuseujJusque potestatis ipsius 9 ipsi zero aequiposita aequa- 
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tiones suppeditat conditionales inter factores terminorum aequationis modu- 
laris ex quibus conditionibus bi factores derivari possunt. 

Potestates ipsius u auf serie 

u= 2.19.10 +? 30H 4 —6 HI — 12H... 
in potestates suas elata inveniendae sunt aut singuli termini potestatum e 
theoremate polynomico, quod dieitur derivandi, 

Calculo satis prolixo potestates ipsius u ad vicesimam usque for- 
mavi, quas ad alium etiam usum aptas hie apponam. Hae potestates sunt: 
vezu=y2yg. {9293446412 +160° 229° 

+29 9" — 387" +50 97647 +8 — 1059" + 132g" 
— 166.97 + 089° — 258 94320 97 — 395 9°" + 484 9° 
— 9929” + 7229” — 876 9° + 1060 9" —.... 5 
u? 2 vg. 1— +5 —-10 +18 —32 +55’ — My +1449°’— 226 9° 
+ 346 9" — 5229" + 7779” — 11389” + 164897 — 23629" 
+ 334894704 9" +6554 9°— 9056 9° +12425 9" — 16932 9" 
+...1, 
u = Iy2.ye.i139 +9 NR +4Sg— 99 91949 — 363 9’ + 6579° 
—11559’+1977 9" 33129" +54439—8787 9° +13968g 
— 21894 9° +33873 9° — 517959" +78345 g°— 1174129" 
+ 174033 9— 255945 9°"'+ ....}, 
u —4. vg. 1—49-+149°’—40 9’ +1019°— 2369°+5189°— 1080 g’-+ 2162 9° 
— 41809°+78409" 143289" +255 919? —44776g"-H76918g" 
— 129952 9° + 216240 9° — 3548649" + 374958 9 "—...: 1, 
4y?. vg 1—544+20f—65 + 1854*— 481g’ + 1165 4’ — 2665 4” 
+ 58%0g’— 122% y’ + 248024" — 48880 "+ 93865 q"? 
— 1761259” + 323685 g'*— 583798 + 1035060 4" 
— 1806600 4" + 3108085 g"— ....) 5 
u’ = h 6 HEISE +309— SS +23304’—57544 13644 4° 
— 308264’ + 67107 9" — 141444 9" + 289740 4" — 578646 9" 
+ 1129597 9* — 2159774 + 4052721 9° — 7474806 4" 
+30 Int, 
sYy?2. vg. 17H 35 P— 140 +48 149 HIT — TEN 
+2888 9° — 69734’ + 161735 — 36277 1g" +7 508774 
— 1662977 g’+ 3428770 9" — 6913760 9° + 13660346 4" 
— 1549225149" + 50504755 ’— 5 
Crelle's Journal d. M. Ba XV1. Hit. 2, 15 
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_ 
n 
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= 16.4. {1—Sg +44 — 192g + 7184 — 2400 4’ + 7352 4° — 20992 ’ 
+ 56549 9’ 145008 ’+ 356388 9’ — 844032 "419345344" 
— 4306368 4’ + 9337704 g*— 19771392 9 + 40965362 4" 
— 83207976 9" + 165944732 "— ....} 5 


ee 16/2: uvg. 199 + dP— 35 + 1026 — 3672 + 11997 q | 
— 36414 4’ + 103977 ®— 281911’ + 730953 4" 
— 15226899'+43908244”— 102565084’ +233030254"* 
— 51631227 9” + 111804966 9" — 237074742 q" 
+ 493063403 "— +... } 5 


u" 32. vg. 1—109+659’— 3301420 —5412g’+187654’— 607704 
+ 181645  — 518660 g° + 1413465 4" — 3697960 g" 
+93315659”— 228000509 + 54112525 — 125092294" 
+252298020 g°— 623185010 4" + 1348033540 g"— 2.24} 5 


N J2y2.gq vg. t—11y+77P—41Sg’+ 1914 — 77334’ + 25336 y’ 
— 95931 4’ + 304062 4° — 911240 4’ + 2601756 4" 
— 7120136 9"! + 18766759 9? — 47830486 q° 
+ 118270746 4 '— 284527793 9° + 667553898 q" 
— 1530587256 97 + 3435726536 g"— ....}, 


u" 649g vg. 1— 1249 +90 4’ — 50 + 25233 — 10764 + 41534 g° 
— 147720 4’ + 490869 ’— 1539472 g’ + 4592430 g" 
— 131116324"-+360063629°— 95497 1169°+245457000g"* 
— 613183064 4° + 1492474572 9° — 3546915228 4" 
+ 8245677110 y"—....}, 


w"—b4yt.g vg. e- 13y+104—637 + 3263 — 1465 1’ + 509345 g® 
221091’ + 768131 — 25145514’ + 781800 4" 
23233535 9" + 66325964 y" + 182651916 9° 
1870983784" — 12611183134’ + 3178449222 q° 
— 7815313766 49" + 18783535199 g’—....}, 
= 125.4V g.1—14g + 119 — 770? + 4151 — 19558 4° + 82936 g° 
— 32282847 + 1169847  — 3988292 g’ + 128965624" 
— 398095749" + 1179213219 — 336630840 4" 
+ 929461993 9"— 2489690882 g° + 64867113019" 
— 16475721276 9" + 40874694490 9" — 1... }5 


j 
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ve 128/Y2.gvg° 1—159+1354—90°4+52054*— 25668 5+1136754” 
— 4612659’+1739710 4°— 6164345 4’+20690964 q"" 
— 66222405 4" + 203173760 4" — 600165795 q" 
+ 17131905759 "— 47404911074" +127748926285 q"" 
— 33400680615 4" + 8541566904" —....}, 
u" 256. g%. {1 16 4+ 1529°— 1088 g’+ 6444 4° — 33184 4° + 153152 g° 
— 646525 4’ + 2533070 ?— 9311664 4° + 32387616 q"" 
— 107299904 4" -+ 340436664 4"? — 1039026 144 4" 
-+- 306 1896704 4'*— 8739810688 4" + 24229115109 q"" 
— 65390485323 4" + 17215510320 4" —....}, 
u 26y?2.q vg 1—174+1704°’— 1275’ + 78884 — 423530 4° 
+ 203201 1’ 590800474 36193344°— 13780540 4° 
+ 49590581 4" — 169812320 q'' + 556366922 q" 
— 175203802097++53230897089"— 15653783345" 
+ 44679433473 9’ — 124069449335 q” 
+ 3358881629444" — ... . 1, 
u” J12.g vg. f1—189+1899’— 1482 2° +9558 4— 93352 2°’ + 65923 4 
— 1208610 g’+ 5054475  — 20021534 q’+ 74438388 q" 
— 263104686 g'' + 889020813 4"? — 2884990266 q"’ 
-+ 9026077050 g* — 27314626158 g" I 801770337 iq“ 
— 225831885054 9" + 636376573943 g"’—...., 
u" HI2/?2. nyg’. 11— 194 + 209 4? — 1710 4’ + 11476 9’ — 665194 
+ 343710 9’ —1617147 4’ +7034047 4°— 25607673? 
+ 109745767 q"—....} 5 
uw’ 104.7 vg“ 12094230’ —1%60 + 13665 —S21244’+4392704 
—2136600g’+9596460 2° —402603004'+ 159174524 4' 


I 


- 


$. 9 


KExempli loco, secundum quod aequatio modularis cujusvis ordinis 
deduci possit, calculum pro aequatione decimi tertii ordinis determinanda 
per partes consumatum addam. 

Habemus nimirum ex $. 3. It. 2. 


u=r2.14.1/q); 
"= 2.vaW.[fT; y? 


— v2.g. ve [/(g")]; 


+ 2. VPS, 
15° 
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"= 212. Va. UP, re, 
u — 4. Ve. I/)), "=+ 40. ve [KW)P; 
"= Ay2. veLfa); = — 4ar2.g.yg Lfd); 
Wo 8. v4. fa), V=+ 8. va; 
"= 8/2. m U, v=— 312. LS, 
— 16.9 . [f 9]; ”"=+ 16.97. re 
"— Wy?. ir BIOIE = 1612.44. [/(@) 


I 


u nava.| Il"; 


= 


10 2. >. u, vg. am, 


u 3ar2.gvg.[fa", "= — 3212.79", 

Zu D) 2 “y Q r 112 
u" — 64.4 q*.[f(g)]”, "= + 64.) 
u 64y2.g vg’. [fg], "= —b4y2.g.. vg IT, 
u 18.414." "+ 18. LSN; 


Ouoniam potestas y'* quantitatem irrationalem vg’ continet ex lit. D. 
$‘ 3. scimus tales tantum potestates ipsius zw et y conjunctim positas in ae- 
quatione inveniri posse, quae eandem quantitatem irrationalem faciant, unde 
pro aequatione modulari decimi tertii ordinis sequens forma evadit: 


"tut, + +RuN) + Yu’ + v" url, +0,u°) 
+YVu(a +) Heu HVun tu) HIV rtv) 
+ +) HrVuHVu, Fa,e) HVuay nu) —ut— 0, 
Ultimus terminus hujus aequationis habet secuudum lit. a. $' 3. signum ne- 


gatıvum, quoniam 15 est numerus formae 8r—3. 


Kx lit. d. $ 5. sequuntur: 


,„=U4,,;5 = —ßı; = —ß}; 2 Zumal ji =—lj; n=6; 
= —5; Amy mum—a. 
kx lit. e. $' 3. sequuntur: 
y=—-13 be "WB; me—ßh; A=—y =—l; 
nm —b: =—E;: h=—S; I=—/; n=—1ı. 


Ex lit.  $' 3. sequitur aequationem, ubiin ea u=1 ponitur, transire 
in v+1)"’vw—1) = 0 sive in 
v4 12y? + 6502 + 208v1! + 429 v" + 5720’ + 429 — 429 572 7° 
wi — Wr — Hr — Ir —1=0, 


EZ EEE 
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Quae cum aequatione antecedente comparata has praebet aequatio- 
nes conditionales: 
.+o,=123; B+tßR=65; Y=208; ı +h=49I; a + = 57%; 
e=42I; n+n=0. 
Ex his elucet aequationem posse scribi sequenti modo: 
vv? ur. [12 — 0) + u] + Vu (65 — PB) + PB: uR] 
+ 208 v!! u’ + v" u?[f429 + B,) — PB: ur] — v’ u [12 — a) — (584 — a) u°] 
—+429y? u — v’ u’ (208— 208 u?) — 429 v’ u — v’ u? [(5854—a,) — (1I—0;) u®| 
+ vu? [B, — (429 + B.) u] — 08 v’ u’ — v’ ut [ß, + (65 — P,) u*] 
—vula, +(12—0,)u]—u" = 0. 
Restant igitur duo tantum coefficientes determinandi: &, et ß,. ÜUt hi de- 
terminentur pro diversis potestatibus ipsius z ponimus valores, quos in $° 
antecedente dedimus; pro y vero quod est 


u: e RA 
= —12gvVo. 1" HI" —I+...]; 
8 ® “ . 
scribere suffiecit —y?.qy g’, quoniam religqui ejus termini potestates con- 
tinent decima tertia majores. Kruitur ergo: 


= u’ ze 125 [—g +14’ — 119 + ....] 
— (12-4,)vu” = (12-0,).32[ — Id’+....] | ie 
_ Vu = %.?2l 9— g+ wi 
—- vu = ß,. SI — d’+...] 


Reliquos aequationis terminos omnes omitti licet, quoniam infimae potesta- 
tes ipsius q, quae in iis continentur, tertiam superant, ex qua jam [?, de- 
terminari potest. Additione facta et coeflicientibus singularum potestatum 
ipsius q ipsi zero aequiposifis evadunt aequationes: 

— 125 +2, =0, 

— 119.133 — 9.3212 — o) +4 —Sß, = 0, 
ex quibus deducitur: äh Ah 


unde denique aequatio modularis decimi tertii ordinis eruitur sequens: 
vt — 4 u’ (13 — 161?) + 65V" u? + 2080" 07 429 u +52 Vu +10 u, 
+ 429 v? u? — 208’ u? (1— uP) — 429 vu — 52 v’ u? (10 + u) — 429 v* u" 
— 208’  — 65 u? — 4vu(16— 13 U) — u" — 0. 

Nota. Facile intelligitur infimam potestatem ipsius q, quae in ae- 
quatione quavis modulari inveniri possit in duobus tantum terminis in se- 
ries evolutis contineri posse, in his dico: u”*' et «.uv, qui posito z +1 
—=8s+t praebent: 
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nt 
2° .I#+..J; .2.[9° + ....]; 
qua ex re concluditur aequationem con(itionalem, ex qua coefficiens ipsius 


uv determinetur, esse hanc; 
-T un 
w= —(Y)', eg: = —()?. 


u © 
Altera methodus coefhicientes inveniendi in eo nititur quod coefli- 
cientes cujusvis aequationis algebraicae ex summis potestatum radicum com- 
poni possunt. Habemus enim, ut omnibus notum est, in aequatione: 
ro" +6” +..+0 tut 0, 
ad coefficientes determinandos has aequationes conditionales: 
+0, =0, 
,+0,95, +20, = 0, 
+0,95: +0,9, +30; = 0, 
,+0,9;+ 0,8,+0,5,+40, =V 
et cetera, 
ubi per S, significatur summa 72'”"" potestatum radicum. 


Sı y=r et 
(1-+-r')(1-+r’’)(1-+-r?").... un 1+- Ar + Ar! + Ar" 4... = f(r) 





(i+-r’) (1+ r')(i+r").... 


ponimus, fit secundum Fund. pag. 89, 7. 
u u 2.0. FR) 
Si z est numerus primus, impetramus secundum $. 2. omnes (2 +1) valo- 
res ipsius v hos: 
ı 72% 

+22. fer) et v2ar.f(r"), 
si pro " omnes ejus valores in numero 7 ponuntur. Quod ad primam 
radicem attinet, utrum signum positivum an negativum sit sumendum; ea 
«uaestio Jam supra $. 2. lit. «. absoluta est. Erit ergo: 

Ss) = Y2. + r".fr”)+2 uf (")| r 


in qua expressione illi tantum termini sumendi sunt, qui irrationalitatem 


non coutinent, quoniam ex $. Il. scimus aequationis coefficientes omnes 
ergo etiam S functiones esse rationales ipsius z ideoque ipsius r’. Si igi- 
tur « et ß tali modo determinamus ut sit Su +1 =n.ß,, habemus 


SW) y?.[tr. fer” )H+n(A, ır: +4. + RA, yon rPırö,, u 
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Do #2 3, 5,7, 11, 13,17, 19, .... 
Bu yeah U 7 
et ßı =. 3, D, [/ 3, 3, 1, 3, ..o.o. 


Exponentes ß,, ßı+8; Pı+ 16, .... tantum ad illum usque va- 
lorem continuare opus est, qui minime ab n differt et ipsius f(r”) primus 
tantum terminus qui unitatem aequat sumendus est quoniam sequentes ter- 
mini potestates 7" superiores continent. 

Hinc nanciscimur: 

pro: n= 3, S®y—=y?2.[—1+34]r, 
- n=5, Sy yY?2.[—-1+54;]r, 
- n= 7, Syvm=r/N2.[+1+74)]r, 
- z—l1ll, S“'y=y72.[14+(—1+114,)r]r, 
- n=13, Syv=y/Y2.[354+(—1+134,)r]r, 
- n=17, S'y=y2.[174+17A,r+(+1+174,)r”]r, 
- n=19, Sy= yY2.[194+194,r’+(—1+194,)r"]r, 


. ® . ® “ . . . ®. . > “ f7 . . ® . 


Similia valent de reliquis summis. Fiunt enim: 


2 8 
ben sep +Er|sC 

Ina a er rh]; 

si &, et £, tales valores assumunt, qui aequationi 94, FI =n ß, satisfaciunt; 
SYv=2yY2.n.[4,.r: +4, HA er ten), in +3end;; 
SS, y= 4.n. [4.. m’ +Acyn tt HA, ran: ir +...], i 8, $4=nß;; 


et cetera. 
Per 4”, A”, A”, 2... coefficientes evolutionum secundae, tertiae, «uar- 


tae etc. potestatis ipsius u significantur, quales in $. 4. inveniuntur, 


5 y 


| 


% 7 


Dedueitur aequatio modularis pro transformatione tertii ordinis. 


Forma hujus aequationis ex $. 3. lit. b. est: 
”+-aeuv+buv—u = (0, 
Secundum $.3. lit. f. fiunt: 
e=P;—P =3—1=2, b=P;—-P=1l—3=—!}; 
ergo aequatio ipsa est haec: 
"+H2uvr—luyv—u=0, sive: WV—u—2uvy(l—uv) = ( 
aut: v—u)’ (vH u)—2vull+u)(i—v) =0. 
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Dedueitur aequatio modularis pro transformatione quinti ordinig. 


Forma hujus aequationis est ex $. 3. lit. a. et b. 

”"+auv+buvtceuv”’ +duv—u = 0, 

Secundum $. 3. lit. e. habemus: 
== —(0; e=—)b. 
Secundum $. 3. lit. f. est: 
a=P;—P}=5—1=4, b=P;—P; =10—5=5; 

ergo aequatio quaesita: 

"+4u vv +H5uvt— Sur —t4uv—u’ = 0, 


sive: . 
v— u —4uvlt— u) H5WW—u) = 0, 
aut: | ui | a2 "EAN 
v—u’(vru)— tur t+u) (1—vV) = 0. 


Dedueitur aequatio modularis pro transformatione septimi ordinis. 


Forma hujus aequationis est: 
tauvtbuvV” +euv”--duvrteuv”+fuv”’+-guvtu 0, 
Ex $. 3. lit. e. sequuntur: 
8-1; = b; ec, 
Ex $. 3. lit. f. sequuntur: 
e=—P =—Ss, i=P=%, = —Pp = —5, d=P= 70, 
ergo aequatio quaesita: 
nu 56 + Kur rsuv sr v4u—o, 


sive: Ada—u)1—V) = (1—uv). 


Dedaeitur aequatio modularis pro transformatione undecimi ordinis. 


Forma hujus aequationis est: 
"+ u (a +a,u) buy" HuV (eo tu) +Hdutvteuvtuv(f, +f;u°) 
+.’ hut Hr +zu)+huUvHuwl +) —u = 0. 
Ex $. 3. lit. e. sequuntur: 
= —4; I, ae —a ; k=—b; en Cr 2645 za ud; 


Ex $. 3. lit. d. sequuntur: 
=; heat; bucs; had; kun— fi. 

Ex $. 3. Jit. f. sequuntur: 
a+e = Pı.—P) 


b 


1—1= 10, 


44, 


I 


iu] 


m PEN Ri — a Pd 
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a+e = PP = 165— 55 = 110, 
d = Pı - Pu = 30—165 = 165, 
e = Pı-Pi = 462—330 = 132, 

AL, u IR = 0, 


Ex $.5. Nota. et 4, = — 32. 
Ex his conditionibus Jam coefficientes omnes sunt quantitates notae; 
aequatio igitur componi potest: 
vr — wu (29 — 520°) +44 av + Nu 1 +40) + 165 ur 132 y? 
+44 u? (1— u) — 132 u’ v’ — 165 u — 22 u’ v? (4 + u) — 44 u®y’ 
— vv (II Nu) — u" = 0, 

aut si placet: 

Vu!) HH ur) ur) 1) — 32uy(1-+ u") 1 u") 
—227v 1HW) Ar) ou) u’ — (Wr) +4 ev) u Hr?) 
== O® 
Deducitur aequatio modularis pro transformatione deeimi tertii ordinis. 

Forma hujus aequationis est: 
v"+uy (a, +0, u) +urV?(b,+b,uN) Heu'v Fury (d,+d,u), +uv’(e,+e,uP) 
+ trat u) + hu” + ut +r,u) + uv(kk,ur) + Zu’ v 
+ ut (m, + mu) + uva, + 7,u°)— u" = (0, 
Ex $. 3. lit. e. sequuntur: 
=; n=—o5 m=—b; m=—b; l=—c; h=—d,; 
k=—d,; h=—0; n=—e; h=—/; 5. = 775ı- 

Ex $.3. lit. d. seguuntur: 
na; m=—bs; dı 
h=—f; lag; m =—k. 

Ex $. 3. lit. f. sequuntur: 


—b,5 N u kh,=—d,; Nn,= ®,;5 


+2 = P,—Pı = 13— i = 12, 
b, +2: = ,—P;; = 718 — 13 = 65, 

ce = P,—P, = 2%6— 78 = 208, 
d+d, = P&— Pi, = 715— 286 — 429, 
a te = —P}, = 1997 — 75 = 972, 

f = B&—Pi, = 1716—1287 = 429, 
e+g = FR —P, = 1716-176 = 0. 





— 


*; In hujns Diarii Tom. XI, pag. 178, ubi bane aeqnationem sine demonstratione dedi 
error typographicus iovenitur; illo enim loco in seeundo termino juxta (9? u?) factor omis- 
sus est bie: |4u?v? — (u? — v?)?]. 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XVl. Hft.2. 16 
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Ex $. 5. Nota. est n, = —64. 
Aequatio ergo transit in sequentem: 
4_ 5 y® (52— 6409) + u y? (lb, + b,uR) + 208 u’ v + ur [429 + 22) — b2 0X] 
+ uv’(52 + 520 0°) + 429 u’ — u? V’ (208— 208 u) — 429 u? y° 
— u’ (520 +52 0°) + u?y? [6,— (429 + b3) u] — 208 u’ v’ — urV’(b, + bu”) 
— uv(64+—52 u) — u" = 0, | 
SD 9) 3) 


Restat igitur ut coeflicientem secundum, qui et =, —- — 7; deter- 


minemus. 
Secundum $.6. est 
Se 27.75 Pe E59 SER oc Trere Pr 

si &, et ß, tales valores accipiunt ut aequationi Sy +2? =n.ß, satisfaciant, 
ergo: 
SS” = %.[AP.r+ An.r"], 
sive posito secundum $. 4. A=— 10, A) 3348, 

5.” = %[—10r’+3348r"], 
qui termini ex aliis potestatibus ipsius z nasci nequeunt nisi ex secunda 
et decima, ita ut aequiponendum sit: 

gs.” = mW-+-m’u”; 
si hie valor, qui substitutione v=y?.r.[1—r’+....] adhibita, transit in: 
2mr’-+-(32m'— 4m) r'.... cum praecedente comparatur, eruitur: 
Im = —%0 et 32m'— 4m —= 26.3348, 


ergo: 


m—=—130; m’=2704 und SP—= — 130u?-+ 2704 u. 
f Ka . . nd . F \ Fi | 5 / 3 
5 Jam ex aequatione ipsa notum est, nimirum SU? = —52u’+ 64u", 


ergo fit coefficiens secundi termini: 











et >, 2704u'° , 130u? 27041" u. 

2? BD 1 ı 2 Zum N | 2 

bu bu" = nn + == 094‘, 
ergo b,=65, ,.=0. 


Aequatio igitur modularis decimi tertii ordinis erit: 
vt— u (52 — 640°) + 65 u’ v +08 u’ y + 429 ury + 52uv’(1-+10 0°) 
+ 429 u — 208 vv’ 1— u?) — 429 u yP — 52 u’? (10 + u) — 429 u y 
— 208 UV — 65 ur — uv(b4—52u) — u" = 0, 


aut: 


W—u)®(y+u) 
— 4uy(1+ u) 1— vY). [13 Butt + 4a + u)’ ++) (I—u?) (l—u*V‘)) 
+31 +) HH] = 0. 
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Deducitur aequatio modularis pro transformatione decimi septimi ordinis, 


Forma hujus aequationis est: 
v”tuv (a, tazu+a,u') +urv” (bi +b,uR) +uryv" (ci +c,u°) +ury% (dd, u) 
+ (ea +eu) HAHN) + tu) + u" (+ hu) 
+uv (+ Eu zu) + ur (ku) + urv’ (24 1,08) + ury (m, + m, u®) 
+uv(n,+nu®) + u" ph ange )+t wv(p + pu) + uv(g-+9,u°) 
+uv(r, nu” +r,u")+u” = 0. 
Ex $.3. lit. e. sequuntur: 
B=a; n=0; n=0; eb; Mb; mM=C5 M—=0; 
md; sad; nme; nme; m=js mh; h=g5 
ap; Kuh; Kuhs ‚al. 
Ex $. 3. lit. d. sequuntur: 
B=0 ben mabs hab; pPm=C5 
ads me; m=f; bmg, A 
pn=l;s 9=m. 


Ex $.3. lit. f. sequuntur: 


45-9) med; 


Iı> zu h,; 





» 

nn 

— 

\. . 
I 

nn 


a+: +; = —P,= —- 15 
b, +2; = +P., = + 153, 
co + 6; = —P, = — 3816, 
d,+d: = +P,, = + 30060, 
ce + 6& = —Pı, = — 5565, 
fi+h =+Pi= +18568, 
gı +8: = —Pı, = — 31824, 
ht Pr = +P, = +#3755, 

„+. +, = —Pı, = —456%. 


Ex $.5. Nota. est n = — 256. 
Aequatio ergo sequentem formam induit: 
v®+ uy”[a, + (238 — 0,)uP— 256 u] + u’ [d, + (153 — 61) uR] 
+ u?" fe, — (816+ c,) uf] + av" [d, + (3060 — d,) uf] 
+ u’y" Te, — (8568 + e) uP] + u’v"[(15504 + d)) + (3060 —d,)u“| 
+ u’ yU [(—31008-+ 6) — (816+ e,) u] + u®v [(43605+5,)+ (153 —b,) u] 
+ u v’ [(238 — a,) + (— 49096 + ?a,)u® + (235 — a,)u] 
+2 [(153—b,) + (436054 6,)u°] + [I (816-6) + (—31008-Fc,) 2°] 
+ u v’[(3060 — d,) + (15504 + d,) u] + u’v’ [— (5565 te) + eı u] 
+ 2° [3060 — d,) + dia] + uV [—(816 +) + c1u°] 
+ ur [153 —2,) + 5,0] + uv!— 256 + (BS—a)tej tu" = v0 
16 ° 
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\ 
| 
L 


Ut coeffieientem primum au + (233 —a) + Y6u" =, u 
determinemus, ex $.6. scimus esse: 
sm — 12.[17 4417 Apr +1 +17 Ao)r"].r 
— vY2.[17.2r—17.258r’+....] 

atque 
SP —1,u— (138 — a) u — 256 u 

= Y?j—- ar tar —ar "+... — 10 I38-R) It...) —..l; 
si hi ambo valores ipsius S” inter se comparantur, evadit: 

a, = — 34, 

erp0: 


Sm—34ut... tt G=34u-+.... 


Quod ad secundum coeflicientem, est: 
(17) ’ 
) ß - « y , 5 Ü Ss 
b, Bi 5 3b )u" mn C, es nn 1 —. A . 





Ex 8.6. vero fit: i 
34.[4%.2+ Ay: r"’ +...] 
34.[18 7°’ + ....], 


L, 


I 1 


atque: 
(17) 
5, = mu?’ m’u” 


Yinr’4.... 
unde ex amborumi comparatione oritur: 


ung N ae 
m =500, erro  =300bu +... 


unde: 


eG lb" +15 I)" = 13” +57 +... = +42du’+...., 


ergo: 


u, = +42). 
Tertius coefüciens est 
a 
Ex $.6. At: 
— 34/2. En, rt 4; r""] 
= 34/2.[194r’-+....] 
atque 
RZ — mu’+ m’ u" 

= 22V 2.mr— ....5 

alter valor ipsius S, cum altero comparatus praebet: 


. (17 BY { ; 
m= 3298, ergo S'—=3298u’+ ...., 


unde:; 





van men 
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— 10993. u° + 3468 u? — 4816 2u°.... 
— 2448 u°...., 


C, = W—(516 + c,) u" 


ergo: 
C, ae 2448. 
Ouartus coefficiens est: 
d,u+(3060—d)u"” = 6, = han a —— u 


ix 8.6. fit: 


Ss” — 68.[4 .r + 4Ay.r"] 
—= 68.[?16?r’-+....] 
afque ” 
S, mu + m’ u” 


Il 


Amr’-+.... 

alter valor ipsius S, cum altero comparatus praebet: 
m —= 36754, 

ergo: er 

ee =. 36754 U" — ...., 


unde: 


C, = d,u*+ (3060 — d,) u” 
— 9188 2 u + 28033 u — 32512 4 u? + 20805 u*.... 
7140u®...., 
er20: d, 


NA 


7140. 


| 


Quintus coefficiens est: 











5 of ) Be „u ' Per Ban | EN... © - Ip 


Ex $.6. fit: 


5” = 68Y2. [Ann + 42.70] 
—= 68/7 2.[248502r’ + ....] 
atque 2 
$, mu? + m’ u" 


4yY2.mr’4.... 
alter valor ipsius S, cum altero comparatus praebet: 
m — 421634, 

ergo: 
Ss” — 421634W° +... 

C, = e wW— (8568 + e,)u"” 
= — 84326 #u° + 2499277 4 u° — 280330 u® + 149817 3 u° — 45552 u° 
= — 13464 uU’ —.... 


unde: 


e, = 13464. 
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Si denique hi valores in aequatione prius dieta ponuntur, aequatio 
modularis decimi septimi ordinis eruitur: 

vr — (34 — 772 u° + 256 u) vv” +17 (25 — 16 uP) ur — 816 (I—Iuf)u?v 
+ 1020(7 — 4 u?) utv — 1224 (11 — 4 u°) u?y? + 204 (111— 20 uR) u” 
— 816 (41— 2°) u’ v'' + 34(1295 — 8 uP) uPy" +68 (4—723 u’ + Lu) uv’ 
— 34(8— 1295 u?) u’y? + 816 (2 — 41 u?) av’ — 204 (9 — 111 u‘) u ‚ 
—+ 1224 (4— 11 u) u’ v’ — 1020 (4— 7 u°) uv + 816 2 — Zu) u’y 
— 17 (16 — 25 u?) u" v’ — (256 — 2720? + 34 u )uvtu® = 0, 


aut: 
Y—u)"— 16 vv L—u”) 1— v’).[17 u v vu) — (v—ur)’+ 16 (1— ut)’ ] = 0. 


Dedueitur aequatio modularis pro transformatione undevicesimi ordinis. 


Forma hujus aequationis est: 
++ 00 + au ++) + le + eur eu") un" 
++) He +) HH ft r fu) ur" 
+. tg WN)uv"”+hahtau)un ++ U Hu) ury" 
1 (k+ ku) u" ++ Lu + 1,uN)uvV’ + (m, + m,u‘)u*v 
+(2,+n,u°) u'v’ + (0, + 09%u°+ 0,u")urv”’ + (p, + p; u°) u? v 
+9 +n.,0)uv'+(n+nuW+rzuN)uv” +(s, + 5,20%) uy’ 
+ +tu+tu”)u” = 0 
Ex $. 3. lit. e. sequuntur: 
= —a; {; —0,; dH, 





—b; s—=—b,; nz —(,, 


| 
| 
> 
% 
II 


—d,; Pa = 015 Pı= —0,; 


,—=—fı; 0, =—Jı;5 0 — 3 m—=—g; M—=—g; m =—h,; 


Ex $. 3. lit. d. m. 


a a Fee ,=—fh; PpB=g3 m—=—h: 


| 


Ex $. 3. lit. f. sequuntur: 


at: t+e = on—Pı = 19 — 1 == 1>, 
u, +. = Po -Po = 11— 1= 15, 
‚t0e+6 = le „ = %— 11= 798, 
d+d: = Po —Pn = 38576 — 969 = 2907, 
e te = ps -P) = 11628 — 3576 = 7752, 
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A tk th = PH —-Ph = 77132 — 11698 —= 1550 04, 
Sı +9 = __ps, = 03I5I— 7132 = 23256, 
h,+h, = Po —Ph = 79959— 50385 — 25194, 

u +2+2, = Po —Po = 92375 —755852 = 167%, 

= Ps» —Pı, = 92378 — 92375 = 0. 


kt k; 
Ex $.5. Noto, est: 
tı = —51?. 


Aequatio ergo sequentem formam induit: 
””+[a, — (494 +a,)u +512u"]uv” +fd, + (152 — b,)u"] u v" 
+[—- +00 +(7985 +0, — c,) u" ]uv + [d, + (2907 — d,) u" ] u v" 
+ [e, + (7752— e,) u?] u’ v'’ + [d,+ (15656 — 2 b,) u" -— (152— b,) u" | u’ v 
+[— e, +(23256 + e,) u] 5? + [(28101 — d,) — (2907 — d,) u] wv' 
+[— + (17290 + a, -+ c,) u — (494 + a,) u‘ ] u’ y'' 
+[(15656 —2,) — (15656 — 2 b,) u*] u” v" 
+ [(494 + «,)— (17290 + a, + ©) u + eu" ]uv' 
+ [(2907 — d,) — (28101 — d,) u] ut” — [(23256 + e,) — e,u’|uv 
+ [(152 — b,) — (15656 — Re ER e, de v’ 
— [(2907 — d,) + d, u®] vv — [(795 + a, — c,) + u" — a, u y’ 
— [(152— 5,) + 2,u°] in [512 — (494 + a) u” + a, ]uv— u” = 0. 


Üt primus coefficiens determinetur est: 
C = a,u’—(494-+ a) u" +512 u" = —5S,. 
Ex $. 6. vero fit: 
89 = 22.[19 4, r +19 A, r"+(—1+ 194,)r"] 
v2.[—-19.12.?+....] 


DE um 3 / „‚i #4 „,‚19 
SW = mu’ m’u" mu 
== 2/2.mr’+..., 
alter valor ipsius S, cum altero comparatus praebet: 


atque 


ergo 


—114u’-+...., 


(19 
8m 


unde: 
G= 114u’-+.... 


Secundus coefficiens est: 
f 2 — 14 — u a ee ee 
b, u +(152 b,) uU C, 2 p) 
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Ex 8.6. fit: | E. | 
Ss = 38 [nr + Aner"] 
38. [1648r°+ ....] 


atque | 
Mat, ' 
$ mu + m’ u‘ 


& 
= Smr’+...., 


| 





| 


alter valor ipsius 5, cum altero comparatus praebet: 
m = 71828, | 


ergo: ” 
S, = 7828U +... 


unde: 


CC, = — 3914u° + 6498 u +... = 84 u’ +...., 


ergo: 
b, = 284. 


Tertius coeffliciens est: 





{ ze 3 ! ’ 
— ut" +78 pa —o)lu =6 = EEE un 


Ex $. 6. dit: 


5” = 3812.[Ar + Aa +Anr"] 
— 38 /2.[I9r — BIT +... .] 
atque 
1 19) # 8 5 | 
$; mut m’u’ + mu 


II 


/2.'mr— mr’+ Imr" 
+16 m’ r® — 144 m’ r" 
+256 mr", 
alter valor ipsius S, cum altero comparatus praebet: 
m wm 2. 38, 
— m+16m' = — 38.259945, 


ereo: 
ie) ‚ y 
Mm m 342, 

m' = — 607848, 


a7 . 
ergo: er 
5, = 342u — 607848 u°, 


3 
unde: | 
C, = — 114u + 2026 16 u? — 297464 u’ + 98192 u’ +... 
= — Illu-+ 3344u + ...., 
ergo: 


nr = 3344. 
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OQuartus coefficiens est: 
d,u* + (2907 — d,) u” 
Ex $. 6. ht: 


— TE Te GE me u m EEE 


I 
nn 
| 

in 
RS 
of 
RN 

© 


re 76.[4 + Ar" ] 
76.[—4180r!-+....], 


I 


atque 
(19) » 
8, mu*-+- m’ u" 


Amr’-+...., 


alter valor ipsius 5, cum altero comparatus praebet: 


IN 


ergo: 
19 u er. 
S, un YOU ....; 
unde: 
C = 19855 4°— 97474349 ur.... = 6859u8, 
ergo: 


d, = 6859. 
Ouintus coefliciens est: 
u ud BE u FR un su a ee ie een u ee 1 ee 
eu + (77952 — e,)u 5 5 5 5 5 ur" 
Ex $. 6. fit: | 
$° = 76y2.[Asr +Aur") 
— 76y 2. [10350607 +... .] 


atque 
(19 - « 
SS, = mu’+m‘u” 


= /2.[$mr’+....)]; 
alter valor ipsius 5; cum altero comparatus praebet: 
m = 9833070, 

ergo: 
Ss” — 983070 W +... 
unde: 

= — 19666141" + 1810776 — un Fr... 
228 0u' + er, 











ergo: 
e 2280. 


Ex his aequatio modularis undevicesimi ordinis oritur haec: 
Crelle's Journal d. M. Dd.XVI. Hit. 2, 17 
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130 ) ). Sol N h ©, 


„+ (114 — 6054” + 51242") vv” + 152 (17 — 16 u) we y"" 
REDE TR LTCTEE TI IE E CHARTER 
+152 nö F7 ek vr — 456 (5 — 56 u) vv? + 494 (43 + Su?) u’y"” 
'y7 6,10 


i x BEN O/ , 
u /) +7 & B 4 U Yu’ eh .—- V 


> 44 u") u — 494 (8 + 43 u°) ut — 456 (56 — Du”) u’ v’ 
) 7 \ J/ 

152I6-H Tu u — 456 ( REITER 

+ 35 (64 — 594 + u") u v + 152 16 — 17 u”)u”y 

— (51760852. 4 114u") uv—u”" = 0. 


quomodo aequatio modularis pro 


1 mer ) 
_—— / () Mr — 
| \ 


transformatione cujusvis 


His exemplis, 
ordinis deduci possit, satis demonstratur. 


Hlalae, mens. Mart. 1836. 
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14. 

Summenrechnung für einfache und zusammengesetzte 
Reihen, gegründet auf die Differenziale und Integrale 
der Funetionen, wodurch die Reihen erzeugt werden. 
( Vom Herrn Prof. Oettinger zu Heidelberg. ) 


{ Fortsetzung von No.6. und 14. Band XI., No. 24. Band All., No. 22., 23. und 24. Band XI 
No. 18. und 25. Band. XIV., No. 17. und 21. Band. XV.) 





A. Summenrechnung für einfache Reihen mittelst deı 
Differenziale und Integrale ihrer Functionen. 
| $. 124. 
D: Summenrechnung für einfache und zusammengesetzte Reihen mittelst 
der Differenziale und Integrale ihrer Functionen, wird auf eine ähnliche 
Art gewonnen, wie die gewonnen wurde, die auf den Unterschieden und 
Aufstufungen der Functionen beruht. 


Wir legen zu dem Ende die allgemeinen Reihen, wie wir sie $. 72. 
und 73., ferner $. 90.— 92. gefunden haben, zum Grunde; führen statt der 
Unterschiede und Aufstufungen ihre Entwicklungen mittelst der Differen- 
ziale und Integrale ein. Diese Einführung wird uns die Summenrechnung 
für solche Reihen, die durch einfache Functionen erzeugt werden, gewin- 
nen lassen. Auch hier haben wir, wie früber, zwischen solchen Reihen 
zu unterscheiden, deren Glieder nur mit positiven unter einander verbun- 
den sind, und solchen, die einen Zeichenwechsel haben. 


Gehen wir von den Gleichungen (350.) aus, so ergiebt sich der 
Summenausdruck der Reihe 
At ++... +X, = A, 1,1 —o X, ö 
wenn der erste negative Unterschied der Functionen A,,, und A, nach 


No. 219. durch Diflerenziale dargestellt und nach Vorschrift der Gleichung 


eingeführt wird. Die Einführung erzeugt folgendes Resultat: 
Br 
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se KK 














-/ d — <> 
” 5 Ayrı + z 
nu 1 AX A Di B 1 axr.d X 
6.2° 1.0 2.6" 1.09% 
1 (AxX)?. 0? Kuzı 1 (A ayo® N X 








304° 1.2.3(0%)° + 304° 1.2308)? ac)? 
4 I (Ax)°. 04 +1 1 (Axr)’0’X 
42.6'1.2.3.4.5 ARENE 426 1.2.3.4.5(0.x)® 








£2 . « x ° e . » . . * . . 


Die zweite Reihe erzeugt, wenn aus (219.) und (220.) die angezeigten 
Darstellungen eingeführt werden: 


541. (n + 1) Ay + nA,-+ (2 —1)X, ter + 2A. +A, 


























m ? X.12 (0x)? ? X, (0x)? 
. / r (4x)? er. Ko 
ay 2 
ur? Abe Tele 5 ee 
IA n+2 PETE a 5X 
u 2 12% 
AX.OXur2 n+1 0X aAXr.oON, 
12.0x 12 '1.dx 12.08 
(4.2)2.0? X42 (Ar)? 0°?’X, 
T 10.1.2008  T.202° 











1 (Ax)?.0° N,4a 2% „+1 (a@)?0’X _ (Am)}.08 X, 

120.1.2.3 (0x)? 30.4 1.2.3(0.%)? 1.2.3(0.0)? 
Die dritte Reihe von (350.) erzeugt, wenn aus (219.), (220.) und (221.) 
die erforderlichen Werthe eingeführt werden, tolgendes: 


















































549, in a ) (n-+2) N n ar. X, - +75 we wg 
en [ Knzs(d: ae) - TREE. 
(As) . (Ace)? 
IE Bu nt) j* A, (O x)? +3 "- (dx)? 
5 — ar) [72 u Ber 
Kusl08) (n+1)\(n+?) F X.0x h (n+1)/X,.0x fi: X,.0x 
3An+3 en 2 la), 3X, 
wi 1:3 "2 12 3 
19Ax.0Xu43 RR) aXr.OoNXN , (n+1)ax.0X 19Ax.OX, 
ae "7 PS: PS Zach: - 2r 7 12.0 7240 
(Aa)? 0° X.+3 _(r+1)'A x)”0'X, + (A no A D?X, 
u 3 1.2(08)* 120.1. 0x, 2. SU.1.2 (© )* 
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u.8.w. Auf gleiche Weise kann man die spätern Gleichungen von (350.) 
behandeln. Man erkennt leicht, dafs sich die Verticalreihen des Summen- 
ausdruckes mit jeder spätern Darstellung um eine vermehren, 

$. 125. 

Um Summenausdrücke für einfache Reihen, deren Glieder mit ab- 
wechselnden Zeichen verbunden sind, durch Differenziale darzustellen, ha- 
ben wir die Gleichungen (351.) und (352.) eben so zu behandeln, wie 
wir die Gleichungen (350.) behandelt haben. 

Wir werden unsern Zweck erreichen, wenn statt der negativen Auf- 
stufungen für die einfachen Functionen ihre Entwicklungen in Reihen aus 
(114.) u. ff. eingeführt werden. Auch hier haben wir zwischen Reihen 
von ungerader und gerader Gliederanzahl zu unterscheiden. Der Summen- 
ausdruck für eine ungerade Gliederanzahl führt zu folgender Darstellung: 


543. N-A, t%—...+X, 





—_ Ale x 
ea wu ; 

1 ax. Xyrı 1 Ax.9X 
41.82 u LER 








1 (Ax)? 03 Xarı 1 (4x)?0?’X 
Fr 1.2.3(0x)? +3 12302% 
1 (A8)’ 0° Xarı 1 (ax)’0’X 
4'12...502) 4'12....5(08)*° 
17 (Ax)? 897 X,4ı , 17 (Ax)’0"7X 
+ 16 12....7(2) 7 16°12....7(2)° 














Aus der zweiten Gleichung erhalten wir: 


544. (r +), —rX, + 1)X, —...+X, 
































Ant? n 1)X X; 
.. 4 + z e. 
AX.OXn+2 (n+1)Ax.0X 1 Ax.0X, 
_ 4.0%x Pr 4.0x 4 0x 
(Ax)2 0? X,4 1 (Ax)?0?X, 
+ FWIGESL +75 1.2(0x)? 
u (Aa)? 03 X.r2 ”* 1 (n+1) (AR)? 0?X 1 (Ax)'’0?X, 
1.2.3 (0 &)° 87 12.3(0x)? 8'1.23(0%)° 


(Aa)* O* Xu42 1 (AxX)?0*?X, 
"1.2.34(02)* "4 1.2.3.4(0x)* 
(Ax)S 05 Kaya 1 (n11){ax)’85 X 1 (a2)'0'X, 
'1.2....5{02) + 1.2....5002%  4+'1.2.348(0x)° 








alanlea am le 
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Aus der dritten Gleichung gewinnt man 


5. SIISR 2x,  ur)x, 2 pe RS 


Ks n(n+1) X n+1)X A 
nit) X rt) \ 















































S Bu Er rF 

3Ax OA, +3 n(n+1) ax.0X (n+1)aAx 0X, 3Aaxr.cÄ, 
e 16.0x ME “= 4.0x 7416.98 

3(AaxX)? 0° Nurs (n+1) (ax)?0?X, 3(Ax)?0*X, 
T I6.1320@r% a -8.1.2(0x)? y 16.1.2(6x)* 

n{n+1) (Ar)?0?X (n+1)\(Ar)?’ 0? X, 
+ 1.2 '8.1.2.3(0x)° * 8.1.2.3(0x)° 

3 (Ax)* 0* Auıs (n+1)(ax)?o*X, 3[ar)0*X, 

8.1.2340)‘ 41....4l0a) 8.1.2.3(08)° 
u. S. W 


l.egt ınan die Gleichungen (352.) zum Grunde so gewinnt man für 
Reihen von gerader Gliederanzahl folgende Darstellung : 
546. \ ug A, 4 A,— Ä, wu Eur, X 

















ne» zuche Anti N A 
ae 5 T ‘ 
e\ 1 m. A ncpi Ac.0ÄX 
4 l.cx 4.04 
1 er it a, (Ax)?03 A 
8 1.2.3(0%)° 8.1.2.3(0%x)? 
E- 1 A X 5 ( “A, + A 2) ® g N SR 
@ Iso» )(0.x)° 74 6 FE > (Ca) 





>47 21) Kr A, + MA —Ä, 
ci N: + Sue JE A +7 


























4 
R: ar. N,+ — (nplan.0X __Ax.c A, 
| 4.04 4.04 4.0x 

(Ax)? 0? X. 2 (Aa)? 0° e 

8.1.2(0.x)? EM F, 2 

(4x)? 0? Anı un ae)’c BERES 
ee + en tar 3.307); 
. (Aa . 0% Xu (Ax)* 0X, 
7 2.1.2.3.4(0x)* 4.1.2.3.4(a80)° 
, ar o’Ang __ (n+ltar)’ 0X (Ar)’O’X, 














m 


I 4.1.2....5(0%)° 4.1.82... 00 2)' 44 ....9(08)° 


« 
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Die Vergleichung der in (543. — 545.) gewonnenen Resultate mit 
denen von (546.) uud (547.) zeigt, dals sich die Summenausdrücke für 
teihen von einer geraden Gliederanzahl nur dadurch von denen von un- 
verader Gliederanzahl unterscheiden, dafs die Glieder der ersten Scheitel- 


reihe mit entgegengesetzten Zeichen versehen sind. 


$. 126. 


In den beiden vorhergehenden $$. haben wir solche Reihen be- 
trachtet, deren Glieder mit den figurirten Zahlen verbunden sind, die in 
der Weise abnehmen, als der veränderliche Theil der Glieder, mit denen 


sie verbunden sind, zunehmen. 
Wir suchen nun auf Summenausdrücke mittelst der Differenziale 


und Integrale darzustellen für solche Reihen, worin die Vorzahlen, die mit 
ihren Gliedern verbunden sind, eben so zunehmen, wie der veränderliche 
Theil der Glieder, mit denen sie verbunden sind. Wir erreichen unsern 
Zweck, wenn wir die in $. 90. — 92. gefundenen Gleichungen zum Grunde 
legen, und die negativen Unterschiede und Aufstufungen nach Angabe der 
Gleichungen (449. — 451.), durch Differenziale und Integrale dargestellt, 
einführen. 

Betrachten wir nun zuerst solche Reihen, deren Glieder sämmtlich 
mit positiven Zeichen versehen sind, und gehen von den Gleichungen (449.) 
aus, so ist zu berücksichtigen, dals die erste schon (540.) $. 124. darge- 
Die Darstellung der zweiten Gleichung führt mit Berücksichti- 
Gleichungen (219.) rnd (220.) zu folgendem Resultate: 


>48. X t+2A, +3, +48; + ....+(zr+1)X, 
ar ah. .dx In+i« (dx)? X (dx)? 
= /- — /- (Aa)? +/ re 


Arpı.dx Se ‚dx 
m 


stelit ist. 


gung der 

















oe, (n-+-1) Ant ii 5 Antı 
2 12 I 

_ (n+1)a®.0 Xurı +2 FHoge __Am.dX 
2.6.0x 12.0x 12.0x 


(Ax)? 0°? X.yı + (Aa)? 0O?X 
1 ) 


—120.1.2(6x)* 20.1.2(0x)* 
__ (a+1) (ax)? 0° Any __ (Ar)? 0° Anyı \ (4x)? 03 X 
30.4.1.2. 3(dx)° 120.1.2.3(0x)° 120.1.2.2 (0x)? 


® ® . [2 ? . Li ‚ > . 63 . % 

















® ” » ® e 
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Die dritte Gleichung führt, mit Berücksichtigung von No, 219. und 220., zu 
folgender NEE? : 


sw + SL +54.. + DB 


= 0%)? | A(dx)> 

r (Ax)? (ax) 

ef An+ı(da)? fer 3 L?X (0x)? 
— +Z/ 





















































(Ax)* (Ax)* (Aw)? 
us nah JE —ntt: dx Maag De on 0x + / > 0x oo ya 
. « AS 
2 2: 142) Auti _ a+tb).5 Ayr+ı wi 3.2.4102 en 3X 
» 12 8 8 
ö (n+1) +2, (ar) Xn4ı (n+ ax) Aryı + 19.2.0 Xnpı IF 19.10.0X 
E.2 12.0x i2.0x 2410.02 240.0% 


% . . ” . . . . . . * . ” ” ® . . » 


u. 8. w. Die weitere Darstellung der angeführten Reihen mit ihren Sum- 
menausdrücken läfst sich leicht verfolgen. 

So wie wir Summenausdrücke für Reiben, deren Glieder mit lau- 
ter positiven Zeichen verbunden sind, gefunden haben: so können wir auch 
Summenausdrücke für Reihen, deren Glieder mit abwechselnden Zeichen 
verbunden sind, aufsuchen. Die Gleichungen (114. — 116.) werden die 
entwickelten Darstellungen, die wir in (450.) und (451.) einzuführen ha- 
ben, angeben. Wir unterscheiden zwischen Reihen von ungerader und 
serader Gliederanzahl. Für Reihen von einer ungeraden Gliederanzahl er- 
halten wir aus der zweiten und dritten Gleichung von (450.) folgende 





Varstellungen: 


ss ALL HILL 














(n+1 } Aytı Antı 4 
ei 2 r 5 + 4 
(r+1)&A. c.o Anti BEN Ar.OKnrı AX.OÄ i 
ee 4.0x % .- 4.0x 
(ax)?0?X 








Ant 
+7 8. T en » +3.17.200% 











(n+1) (aa)? 0°? Anrı (Far (Aa)? 03 X 
3.1.2.3(02)? +3. 1.2.3(0x)? FE12 3000 
(Aa)* 0% Autı (Ar)20*X 
4.1.2.3.4(08)* 4.1.2.3.4(0x0)% 
nt) (a xy.’ Antı | ErLE, Antı ____(a0)’ 0X 

















4.1.2.3.4.5(0x)° 41...5(08)° 4.1.2...9(0%)° 


* eo 
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551. +5... 4a z 





























5.8 
_ (r+bln+2) Antı > Xtı X 
u © a ji Tg Am +7 Lur-T 
_a+1) (n+2) Aw. OXa4ı "ae Ar. ON ar __3Ar.IN,4 e 3aw.dN 
ı.2 308 4 dx 16.0 16.00 
n+1 #E5 0’X, 3(AaxXr)?0°?X, 3(ax,?0?X 
+7 . 20 a 5 4 FACH 161» ZZ 
(0x) 16.1.2 (0x) 16.1.2(0x ) 
Ra (Ar)? O’Anzı ” Ihe« OPAn+1 
.: 8.1.2.3(02)3 12.3(0x)° 


Wr Bu Das 09 Key (art ctA 
+ ' 1.2.3(0x)* 8.1.23.4(0x)* 8.1.2.3.4(dx)* 





Für Reihen derselben Art von einer geraden Gliederauzahl gewinnt man 
aber nach (451.): 


se IE. ri, 














2 (n+1) Anti Aytı A 

AR 2 ea ”r 
(n+1)Ax. 0 Xyarı AB: OXy4ı AX.CÄ 
72.08 77T, + 7 


_ (A)? 0°? Aytı (Aa? ‚x 
8.1.2(0x)? +5 1.2(0%)° 
_ (Rattan)? 0’ Anyı _ (Aa)? 03 Ar (A)? 0% Xy41 


























8.1.2.3(02% 8.12.3(0x): +5.123030% 
+ (A0)2 9° X,4ı — (ax) 0?X 
_(a+l)(axm)’ 8° Xnpı __(A0)°.9% Kur (Ax)’0° X 
4.1.2....5(02) 4#1.2....5008%) 41.2....5(0%)° 





. 2.3 34» n+t1)(n+2 
553. L- 54t7392— ( r A 12 ’z 


1.2 
(n+1)(n+2) Anyı n+1 Xr+ı X 
Ti gr ii "zT 


>) 
(n+1)(n+2) (ax) O X,xı n+1 (ax) 0 Arrı 38.0 Anyı 3AxX.oNX 
Eng © u 4.00% hl ; 4 Ox 3 16.0 + I6.3% 
n+1 (am)? 02 Xu _ ax)? 0° Xurı , 3ax)20? X 
8" 1.2008)  16.1.2(0%)° RIEF r)* 
_ (r+d(ntD ch Anyı  n+l (Ar)? O0? Ayrı 
1.2 ‚1.2.3 (0x)? 8° 12.308) 
n+1 (am) 0° Xn4ı , Ian) Anrı IL a)4+0* X 









































+ 4 "1.2 3.4(0x)* + 5.12.3400) 7 8.1.2.3.4(0x)* 


Crelte’s Jonrnal d. M. Bd. XV. Hit. 2. 18 
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Man erkennt leicht, dafs sich die Gleichungen (550.) und (551.), die für 
Reihen von ungerader Gliederanzahl gelten, von denen, die für Reihen von 
gerader Gliederanzahl gelten, nur durch entgegengesetzte Zeichen der drei 
ersten Scheitelreihen im Summenausdrucke unterscheiden. 


Anwendungen. 
$. 127. 

Nachdem wir nun die Reihen, nebst ihren Summenausdrücken, für 
einfache Functionen, ihrer allgemeinen Form nach, in den sg. 124 — 126. 
gegeben habon, so wenden wir uns nun zu Anwendungen dieser Gleichungen. 

Man bemerkt, dals alle Gleichungen in den genannten $$. auf un- 
endliche Reihen führen. Deswegen möchte es dem ersten Blicke nach 
scheinen, dafs sie für Summirung der Reihen unbrauchbar sind. Sie sind 
aber dennoch sehr brauchbar, und besonders in dem Falle, wenn die fort- 
gesetzte Dilferenziation einer erzeugenden Function auf O0, oder auf solche 
Ausdrücke führt, deren spätere Diflerenziale sehr convergiren, wie dies bei 
Bruchfunctionen und Functionen der Logarithmen der Fall ist. 

Berücksichtigen wir endlich, dafs es uns nicht gelang den Summen- 
ausdruck für Reihen der Logarithmen, harmonische Reihen u. s. w. in 
der fünften Abhandlung finden zu können, weil wir die negativen Un- 
terschiede und Aufstufungen dieser Functionen direct nicht darzustellen 
vermochten; so müssen uns die hier gewonnenen Summenausdrücke um so 
willkommener sein, weil sie uns in Stand setzen, das Vermilste nachholen 
und unsere Aufgabe ihrer Auflösung näher zu bringen. 

Wir wenden uns daher nach diesen Bemerkungen zu der Summi- 
rung der sogenannten harmonischen Reihe, deren Glieder mit positiven 
Zeichen versehen sind. Wir finden ihre Summe, wenn wir in der Glei- 


chung . ) Am — setzen. Dann entsteht 





























1 1 
> L; iz + x +24%x Te. a 
a. 0x dx “ 
Ax(ce + (n-+1)Ax) "FSıax.x 
1 F 
2a +(n+1)ar) 13% 
Ax 1 Acc 1 
+ 12 IGFGFrDss) 0x u Pe x 
(Am)? 23 ı ge 5 
120 FEERREURENERER 120° 1.2.3.x.0x 


® o 2 z ® ©- o > Rz o ” 
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Berücksichtigen wir, dafs auch hier das letzte Glied mit den Glie- 
dern der ersten Scheitelreihe im Summenausdrucke nicht übereinstimmt, 





so lälst sich diese Übereinstimmung dadurch herbeiführen, dafs 2 
xz-+-(n+1)Aax 


auf beiden Seiten zugezäblt, und dann allenthalben —1 statt n gesetzt 
wird. Geschieht aa so RG wir folgende Darstellung: 
































| 1 1 
554. Hastamt too 
re 32 1 Fee 
Ar JS (e+nax) Aw. 2 
1 1 
Fecass T32 
AR. 1 i ae 5A; 3 
FEED ee 
3 3 
_ Gr) 22 1 1 +69) at .: 
120 c+-nax) 1.2.3(0x2)? 120 x 1.2.3(0%) 
(Ax)® a; 1 1 (Ax)® .. 1 1 
+ —— 0 4 An >n‘ .-; . PST 
252 (e-+-nax) 12....9(08x)° 252 = 12.008)’ 


Um diese Reihe summiren zu können, sind uns die Integrale und Diffe- 


renziale der angezeigten Funectionen nöthie. Nun ist bekanntlich 
2 0x 

















— / de 
a RA) und Jz legs; 
ferner 
ER 1 We: za Ba gg + (a +29....(g+r—1) 
(“+ na)? (0 x)” (a4 nAax)'*" 
und 
et fl ara +2I...(ghr-D 
2 ee D r = (—) ' Zar 
x’ (d%) ] 


Werden diese angezeigten Werthe eingeführt, so entsteht folgende Reihe 


mit ihrem a: 





1 1 
90 ru Fe u ER ..0% 
NAHE ra zur r xz+nAx 
log (cH4 nA) n Ax (Aa)? er (Asc)® + 




















ax r TRUE 1; 6.2(c+nAx)? + 30.4 (c+nAax)*  42.6(c+nAx)” 
low ar (a0) (A ac) ® (A. 0)” 

55 6. rt "30.40*% + 62° 30.8x® he 

Die . Reihen im Summenausdrucke sind der Form nach unendlich. 

Sie werden dann sehr brauchbar sein, wenn sie selbst sehr stark con- 


vergiren. Ihre Convergenz hängt davon ab, dals ax im Verhältnisse zu 
x eine kleine Zahl sei. 











18 * 
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Sind x und z sehr grolse Zahlen, und ist ax = 1, so erkennt man 
leicht, dafs einige der ersten Glieder der beiden Reihen im Summenaus- 
drucke hinreichen, um den Werth mit grolser Genauigkeit darzustellen. 
Soll aber die Reihe für den Fall summirt werden, wenn z=1 ist: dann 
mufs der Werth der zweiten Reihe von vorn bestimmt werden. Dieser 
findet sich dadurch, dafs man für 2 und ax einen bestimmten Werth an- 
nimmt, und dann nach dieser Annahme den Werth der Reihe selbst und 
den der ersten Reihe im Summenausdrucke berechnet, und hieraus den 
der zweiten bestimmt. Hat man den Werth dieser Reihe für einen spe- 
ciellen Fall berechnet, so gilt er auch für jeden andern, unter denselben 
Bedingungen für 2 und Ax. Setzen wir daher e=1, z=9 und axr=1, 
so erhalten wir aus (555.), da log1=0 ist, 


1 1 1 1 1 
Itrpnrmsatiasint. 





1 T I a r_1E 
1+ stsr3rsrs tr ri ts rag I „ti 


1 
-o3.m Tr 





— 0,3772156 ..... 

Den so eben gefundenen Werth begreift man gewöhnlich unter dem Na- 
men der Constante; aber mit Unrecht; denn man sieht, dals der Werth 
dieser Reihe, womit man gewöhnlich die Constante bezeichnet, eben so 
willkürlich und veränderlich ist, als die übrigen Theile des Summenaus- 
druckes selbst. Der gefundene Werth gilt immer nur für den Fall, wenn 
die harmonische Reihe von 1 an beginnt und aAxr=1 ist. Daher erhalten 
wir folgende Gleichung: 


556. A+E+S ++... +2 


1 1 1 1 man 
= logr + 3. — 55 +73" :73 one + 0,5572156 ... » 





Bei anderen Werthen für die oben genannten Gröfsen muls der Werth 
der zweiten Reihe wieder anders bestimmt werden. Ist die Reihe selbst 
unendlich, so gewinnen wir folgendes Resultat: 
557. + +3 +24... = logo + 0,5772156.... 

Den Summenausdruck für diese Reihe hat Euler in seiner Differenzial- 
Rechnung Thl. II. Cap. 6. $. 142. u. s. f. (Übersetzung von Michelsen) 
mit weitern Anwendungen gegeben. Wir verweisen den Leser hierauf, 
und glauben unserem Plane zu genügen, wenn wir die aus unserer Me- 











t ) 
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thode entrommene Entwickelung einer allgemeinern Gleichung vorgelegt 
haben. Wir wenden uns nun zur Aufsuchung eines Summenausdruckes 
für Logarithmenreiben; denn die Summenausdrücke für die reciproke Po- 
tenzenreihen haben wir schon $. 78. gegeben, 





$. 128. 


Summirung der Logarithmenreihen, deren Glieder mit positiven Zeichen 
verbunden sind. 


Wir finden den Summenausdruck für Logarithmenreihen, wenn wir 
in der Gleichung (540.) X,=logx setzen. Dann erhalten wir: 


loge +log(e + 4x) +loge +2ı2x)+....+loge+nır) 
u fo de a 




















Ax 
nenn log. 
10 2 +7 
x 6*log(x + (n+1)Ar) ax Ologx 
y 6.2, 0x 26° dx 








(Ax)3 0? log (e-+-(n+1) Ar) (4x)? 03 log 
4.30 °' 1.2.3(0x)3 t2 30 1.2.3(8x)? 
(Ax)° 0’ log (x (n-+1)Ax) (A a)® os’ logx 
2; 6.42 ° ° 1.2...5(4%)° 6.42 1.2....5(08)° 








Berücksichtigen wir, dals das letzte Glied in der Summenreihe mit den 
Gliedern der ersten Scheitelreihe des Summenausdruckes nicht überein- 
stimmt, so wird sich diese Übereinstimmung leicht ergeben, wenn man 
auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens log (x -+(z-+1)ax) zuzühlt und 
dann 2—1 statt z setzt. Hiernach erhalten wir 


5%.  Jloge+loge-+sx) Floge+23x2x)+....+log(xe+nxx) 


ae ee 0x 

















log (2 +nAx) log x 

+ , + ? 
+ Ax Olos(e+nAar) ax ologx 
-K 0x 2.6. dz2 


_ (ax) 0? log Bert are)... (ae) 03 log x 
- 4.30°' 1.2.3(0%)° 4.30 '1.2.3(0x)? 








Die Darstellung des vorliegenden Summenausdrucks beruht auf der Dar- 
stellung der angezeigten Integrale und Diflerenziale. Nun ist bekanntlich 
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I 


[og (z-Hnax)dx (e-+nax)log(e-Hnsx)— (ae--nar), 
[logx dx —= rlogr — x, 


und ferner 
—11.2.3....(r—1) 


© be(c na 




















— (— u 

(dx) ) (et-nax) 
ML. TB ( Mg ot 

(da) x” z 


Werden nun die erforderlichen Werthe eingeführt, so erhält man folgende 
Reihe für Logarithmen, nebst ihrem Summenausdrucke: 


559. logr+logx+3r)+log(e+r2ax).... +log(a+nax) 
































(e+nax a-tıniax x lox x x 
— EI) pglahnaa) — ZReE Fr. 
AX Ax AX Ax 
I lee (ce --nax) > log x 
2 >. 
> Aax 1 Di 
2.6 (et+nıx) 2.62% 
(A ac)? & (Aw)? . 
4.30.3(2 na)? 4.30.30? 
(Aa)? (Ax)$ 
7 DE 5 ee ‘ iz 
b.42.5(0-nAx) 6.42.5.0° 


Bedeuten x und z sehr grofse Zahlen, und ist ax im Verhältnisse 
zu ihnen klein: so convergiren die beiden Reihen im Summenausdrucke 
sehr schnell; und dann reichen einige der ersten Glieder schon hin, um 
deu gesuchten Summenausdruck sehr genau darzustellen. 

Will man aber die Reihe der Logarithmen von der Einheit an ge- 
rechnet summiren, so wird z=1 und ax =1 zu setzen sein. Setzt man 
dann feruer n—1 statt 7, so geht die vorstehende Reihe in folgende über: 








logl+loge?-+log3+.... +logz | 
| 1 f 
= ARTE TR 


log 1 1 


lg +4 + +3. 
Man erkennt leicht, dafs die Möglichkeit, den gesuchten Summenausdruck 
darzustellen, auf der Möglichkeit, den Werth der zweiten begleitenden Reihe 
darzustellen, beruht. Auch hier wird das im vorigen $. gewählte Verfah- 
ren, für irgend einen Werth von z die Summe zu berechnen und dar- 
aus den Werth für die fragliche Reihe abzuleiten, zum Ziele führen. Setzen 
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wir 2=10, so wird 
logt-+log?+log3 +... +logr— 10.108g10+10— log 10 
KR 
12.10 ' 4.30.3103 


l 1 6 Bags 
Act Tor t---- —= 0,9189386 ... +5 


und dieser Werth ist gleich dem halben Logarithmus von ?7, wenn 7 das 
bekannte Verhiältnifs des Durchmessers zur Kreislinie bezeichnet. Dieser 
Werth bleibt für alle Fülle, die den so eben angegebenen Bedingungen 





entsprechen, unverändert, und es ist daher 


960. logt +log?-+log3.... + logr 
1 1 l 
un L 7 = on 
= (n+3)logr+lg?ar—n + 5 RETIEFTRLNRRTT Hei 


Da bekanntlich 
logl +log? +log3 +log4 +.... +logr = log1.2.3.4....n, 

so dient die vorliegende Gleichung (560.) dazu, die Factorenfolgen in kur- 
zen Ausdrücken darzustel!en, wenn nur 2 eine hinlängliche grolse Zahl 
bedeutet. Über die weitere Anwendung der Gleichung (560.) auf Dar- 
stellung der Facultätenproducte vergleiche man $. 199. meines Difleren- 
zialcaleuls; ferner Eulers Differenzialrechnung $. 157. u. ff. Auch ver- 
weisen wir hierüber auf $. 46., wo noch andere Methoden für die Dar- 








stellune der Factorenproducte gsereben sind. 
» P > 8 
Auch diesen Darstellunsen lieseen hvperbolische Losarithmen zum 
> oO ‚pP Pe} 
Grunde. 
| 6: 28, 
Wir wenden uns jetzt zu der Darstellung der Summenausdrücke 


für Logarithmen, deren Glieder mit abwechseinden Zeichen verbunden 
sind. Um sie zu gewinnen, setzen wir in der Gleichung (543.) X=logx, 
und erhalten für eine Reihe von ungerader Gliederanzahl: 


logr —log(x + ax) +loge +2ar) —.... +log(e+nr3x) 























_—_ bg(e-+(n-+1)a) 4 log. x 
ve: 2 : 
ax.Olog (ae -(n+1)Ax) Ax.Ologx 
fü 4.Ax . 4.08% 
(Ax)? 0? log(c-+(n--1) Ar) (Aa)? 0% logx 
v 8.1.2.3(02): +351.730«) 





(Ax)’ 0° log(e--(n+-1)Aar) (A2)° 0°‘ log 





4.1.2....5(0x)' 4.1.2... 9(08)° 
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Für eine Reihe von gerader Gliederanzahl erhalten wir aus (546.) folgende 

















Gleichung: 
logx — log(r + 43x) + log(x +22) —....—loge-+nıx) 
cr loe (2 +-(n-+-1)Ax) log x 
nur 2 = +7 
s2.Oloe (a (n +1)Ax) Ax.Ologx 
+ 40x Baar 7:7 








(Aa)? O3 loe(c-+(n +1)Ax) er 0% log x 
Pr 8.1.2.3 (9x)? +3 2.3(0.)3 
(A420) 0% log (a -+(n +1) ax) a ı 
” 4.1.2....9(02%)° 4.1.2.3.4.5(0x)° 








o . . . . . . ” a . e ” . - . 


In beiden vorliegenden Gleichungen stimmt das letzte Glied der Reihe nicht 
mit den Ausdrücken in der ersten Scheitelreihe des Summenausdruckes 
überein. Um eine Übereinstimmung herbeizuführen, haben wir in der er- 
sten Gleichung log(xe +(2 +1)Ax) ab-, in der zweiten zuzuzählen. Ge- 
schieht dies, und wird dann, der kürzern Darstellung wegen, 2—1 statt z 
sesetzi, so entsteht für eine Reihe von ungerader Gliederanzahl nach der 
zweiten Darstellung: 


561. loger— log 4x) +loge +2ıax)— ....+loge-+nar) 




















_—_ bog(e + nA) log x 
Tr +73 
Ax.Oloe (x +-nAx) ax.Ologr 
is 4.0% 74.08. 
_ (aw)?0? bg(e--nAx) (Ar)? 0? logx 
5.12.302% +81.2.3(0e): 
(Ax)° 0% lee (a +nAr) (4.2)% 0% logx 








r 4.1.2....5(02% — 4.1.2....5(0x)° 


“ - “ > . E . ” ” - ® C2 . [} . 


für eine Reihe von gerader Gliederanzahl aber 
562. logr —log(x +32) +loge+2ar)....—log(e-+nsx) 




















ke(e--nAx log x 
ar 
Ax.Olog(e--nAr) (Ax)O logx 
4.0x 17 4.0x 
(42)? 0? log (x -+FnAx) (Aa)? 03 lox a 
T7912302% —83.1.2.302)% 
_a 2)’ u (Ax)’ 05 log 








4.1.2.3.4.5(0x)°  4.1.2....5(0x)° 
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Die Differenziale der Logarithmen, die in den hier angegebenen Summen- 
ausdrücken angezeigt werden, bestimmen sich nach den Formeln, welche 
u 2 m . .. . 

im $. 128. angegeben wurden, Ihre Einführung giebt folgende Darstel- 
lung aus (561.): 


963. logr—log(e ar) +log(e +2a2) —.... + log(e-+-n2r) 














log (ce +-nAx) log a 
= 5 a 
t! Ar AXC 
Mr 4! (e--n&x) - 42 
(A.ac}? (Aa)? 
S.3(x-+-nax)? Tr 58.30: 
(Aa)? (Ax)® 
ty 5(c-LuA)s 4.58% 
17 (Ax)” 17(Ax)” 





— 16. Tefnaej t 16.77 


Aus (562.) erhalten wir aber 
564. loge — log(x 3x) +loge + 242) —....—log(e +nrax) 























A: log(ce-+-nAr) + (A a) 3 (A) ® 
ei 2 00 Ylat+nax) |! 8.3(x--nAn) 45(0-nAx)° Be 
low x Ax (A)? (A.ac)® 
La du ur UEErZ ar. 


Man erkennt, da/s die Brauchbarkeit der gefundenen Summenausdrücke 
für Logarithmenreihen auf der schnellen Convergenz der Reihen des Sum- 
menaäusdruckes beruht. Sind z und x grolse Zahlen, so convergiren diese 
Reihen schnell, und dann sind oft nur wenige Anfangsglieder nöthig, um 
den Summenausdruck erschöpfend genau darzustellen. Nehmen wir z. B. 
-—=100, sae=1, n=%00 an, so erhalten wir aus (563.) 


log 100 — log101 + log 102 — .... + log1000 








log 1000 1 1 1 
vn 2 + 7.1000 — 37.1000: * 20.100098  °*** 
log 100 1 1 1 
+ BE 7 37,100: 1003 ” 20. 100° Treo 


Berücksichtigen wir, dafs diese Zahlen hyperbolische Logarithmen andeu- 
ten, so erhalten wir für den Summenausdruck, wenn wir statt der Loga- 
rithmen die Zahlen schreiben: 


100.102.104.... 1000 
101.103.105.... 999 





= N log. nat. 5,7542127741 2..« 


Crelle's Journal d. M. Bd. XVI. Hit.2. 19 
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Betrachtet man die Geschäfte und den Zeitaufwand, welche die ent- 
wickelte Darstellung des Werthes von 


100.102.104....1000 
101.103.105.... 999 





erfordert, mit der, welche die Berechnung von 4 bis 5 Gliedern im Sum- 
en nöthig macht, so ist leicht der groflse Vortheil einzusehen, 
welchen die eben aufgefundenen Summenausdrücke gewähren. 


Soll aber die Summe für Logarithmen, von der Einheit an gerech- 
net, gefunden werden, so it e=1 und ar =1, und ferner n—1 statt n 
zu setzen. Hiernach finden wir aus (563.) für eine Reihe von ungerader 
Gliederanzahl: 


969. Bil er 





lo&n 1 1 17 
En 20n® gute: 
log 1 17 





++ 4 ae ° ee 105 1, aan 
und für eine Reihe von gerader Gliederanzahl: 


556. log l — log 2 u log B' ee m 5 © log N 


log n 1 1 1 17 
= ET TB 
lo» 1 1 17 
+ Ita tor 


Die Darstellung des Summenausdruckes der vorliegenden Reihe beruht auf 
der Darstellung des Werthes der zweiten Horizontalreihe. Er wird da- 
durch gefunden, dafs man irgend einen bestimmten Werth für 2 annimmt 
und daraus den fraglichen Werth wie in den beiden früheren Fällen be- 
rechnet. 


Andere merkwürdige Reihen mit ihren Summenausdrücken bekommt 


man, wenn man die Gleichungen (550.) und (552.) zum Grunde legt, darin 
x —=logx setzt, und dann die angezeigten Geschäfte ausführt. Geschieht 
dies, so gewinnt man folgende Darstellung: 











14. 


967. 


>68. 


Auch die hier gefundenen Summenausdrücke convergiren he stark, wenn 
x, n sehr grolse Zahlen bedeuten. 
und Ax=1, 


Oettinger, 


Werden die angezeigten Werthe berechnet, und wird berücksichtigt, 
dals «@ logp = p* ist, so ers wir folgendes merkwürdige Resultat: 


369. 


Summenrechnunrg für einfache und zusammengesetzte Reihen, etc. 


147 


loge — 2log(e +38) + 3log(e +28) —....+(n+1)log(e + nar) 





























_ (n+tV)log(2+(n-Hl)Ar) log(c-+(n-H1 Ar) log x 
(n+1) ax Ax Pe 
4(c+(n+1)ax) Sig "en 

(Ar '® (Ax.? 

"TER CET +1Jax% 8.20: 

(+1) (A) (Ar 3 (Am)? 

+ 3 75 \ +3 3 

8.3 ee naz EREN Ar) 8.3x 

(Asc (A.ac)* 

v< 4 4.40* 

en nn Ei (Aac)® (Ace) 

4.5(c-+ OR x +(n+1)ax) 5 Ad 


logx— 2log(e-+ax)-+: ONE RN TE SERNER, 


ah (+1) log (ae -+(n +: ax) log (a+(n-+1)Ar) log x 
= 5) 4 — u 


























(n+1)ax Ax 
tn + N?" 
4(c-+(n+1)Ax) GENE, AX) 4.x 
(Aa)? (Ax)? 
+33 - 150 
(2-+( n+-1)Ax) 8.22 
(n-+-1)(Ax)? Fu (Ax)3 (8.0)? 
8.Ia ta +N)a2P 8.3 Fr LE ErT 


Setzen wir .B. x=10, 
so erhalten wir aus (567.): 
log 100 — 21log101 + 3 log102 — 


n = IVO 


....+ Y01 1081000 











901 los 1000 los 100 los 100 
— D) + de + 4 
90 N 1 

4.1000 4.1000 4.100 
{ 1 





16.100? 
901 1 1 
+570 10003 +57 1UUV3 + 37,10 24.1003 


16.1000? 





100 .1023.104°.106”. 
101?. 1034. 105°.1073 .... 


.10009°2 








959900 —— log. nat. 3112 ‚373277040 .... 
19 * 
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Man erkennt hieraus den Vortheil, welchen der Calcul gewährt, um so 
mehr, da die Arbeit, welche die Werthbestimmung des vorstehenden Quo- 
tienten bei Ausführung der wirklichen Multiplication und Division erfor- 
derte, sich auf Monate und vielleicht Jahre belaufen dürfte. Diese Be- 
hauptung wird um so weniger übertrieben erscheinen, wenn man berück- 
sichtigt, dals die wirkliche Potenzirung der Zahl 999% eine Zahl von 


2700 Stellen erzeugen würde. 
Die Auflösung der vorgelegten Aufgabe wäre schon darum interes- 


sant genug, wenn sie auch nichts anders als die Überzeugung, wie schnell 
man durch Hülfe der Analysis scheinbar ungeheure Arbeiten auszuführen 


im Stande ist, klar vor Augen stellte. 
Wir glauben die Methode, wie durch Differenziale und Integrale 


die Summe der durch einfache Functionen erzeugten Reihen gefunden wer- 
den können, hinlänglich gezeigt zu haben. Daher überlassen wir die wei- 
tere Anwendung dieser Methode den Zwecken des Lesers und wenden 
uns zu der Summirung solcher Reihen, die durch zusammengesetzte Func- 
tionen erzeugt werden, und verweisen über manches hieher gehörige auf 


die 7te Abhandlung in unserm Differenzial-Calcul. 





B. Summenrechnung für zusammengesetzte Reihen mittelst 
der Differenziale und Integrale ihrer einfachen Functionen. 


$. 130. 

Um Summenausdrücke für Reihen, die durch zusammengesetzte Func- 
tionen erzeugt werden, aufzufinden, legen wir die in $. 104. u. ff. dar- 
gestellten Gleichungen zum Grunde, und führen statt der Unterschiede und 
Aufstufungen ihre Darstellung durch Dillerenziale und Integrale ein. Die 
Ausdrücke, die wir hierdurch gewinnen, werden in den meisten Fällen 
sehr weitläufig erscheinen: doch darf dies nicht abschrecken, weil die 
hieraus sich ergebenden Resultate demungeachtet in der Anwendung häufig 


bedeutende Abkürzungen zulassen. 
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Legen wir nun die Gleichung (273.) zum Grunde: 


X,F,+X,Y, FRR+...+X,X, 
= X, 2 By AA, A Ne X, na Ye... 
— XıY +3X a”, +X 4.77 +...., 


so ist es unserer Willkühr überlassen, ob wir die positiven oder negativen 
Unterschiede, oder beide zugleich, durch Differenziale dargestellt, in den 
Summenausdruck einführen. Beide zugleich einzuführen würde zu weit- 
läufge Darstellungen erzeugen; die Einführung der negativen Unterschiede 
würde zudem bei der Anwendung manche Schwierigkeit 'mit sich bringen. 
Daher möchte es am zweckmälsigsten sein, die positiven Unterschiede al- 
lein durch Diflerenziale darzustellen. Wir benutzen zu dem Ende die 
Gleichungen (214.) und behalten die negativen Unterschiede in der vor- 


liegenden Darstellung bei. Hiernach erhalten wir 


570. AH+tXhtRt+...+-X,Y, 
u Kur ds 



























































_ır AX.OAnrı (Ax)? 0? aM 1 (Ax )3 ’ Anti 
|. uf rn + )[, or + 92 +... 
0x 1.2(0x) 1.2.3 | ERS, 
R ne. 6 (Ar)? 0?!N,,; 14 (Ax)* 0* Xu+ı 
4a aM | TB 2 — ’ 15. e - I: r en et. 
1.2(0x) 1.2.3 (0x)? 1.2.3.4(0.8) 
oe 1.2.3 (ar)? 9? X, I (Ar) O®X, 150 (Ax)’ 0°’ X, 
_ a7 Kuh - 2 = + nd mia dr #4...) 
1.2.3(0.x)? n ),3.4(0 )* 1.2.9808) 
FE 0 ; 
r Ar.IX (42)°9°X Ax)303X ) 
n( 28 aa) MePoX |, 
r ? 1. 7 1.2 (0x)? + 1.2.3(0 x)? + 
am Y, 1. Ak 0X BE 4 6 (ar)? 0? X + 14(a2)* 0° X PR 
1.2 (0x)? 1.2.3(0.x)? 1.2.3.4(0 &)* 
+ f4.2.3(A: 3} 36 /Aar\O+N O(Ar)?0°’X 
ne 4 SIR... ax) ( X 150 EEE 
1.2.3 (0x)? 1.2.3.4 (0x)* Be ,(0x)° 


negativen Unter- 


Die so eben gefundene Gleichung ist nach den 


schieden der Function Y geordnet. 
steigenden Potenzen der Dilferenziale ordnen. 


folgender Darstellung: 


Man kann sie jedoch auch nach den 
Diese Anordnung führt zu 
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571. XY,+tX Hr +... +A,Y, 


. u - 
— Antı& Yorı 











e.©o Art u } 
1 C x ne 
(Aa)? od? Anti en ie 
a 2 Y ,—3 
+ EFF (5 ,0+1.20° 7.) 
{ \ 20) 3 3 Norı y ’ Br" = r . r A | y \ 
123023 I Y. + 04 Y 43 PR 6 A Y,„44) 
(Ar) * Ö Kati / 2 Vv wenn - Ye ,-—4 Y / -5% 
. muitieee E re FE  " P — We. — 
Tr T2340a N Ya r Ha —365 "1 + 240,45) 
EEE 
aw.dr — Y, 
lc i 
A r)?c \ =. Vv Y 3 
-- 1 YEFET Pa nr r.) 
<z|0X) 
AS 303 X / >) ‚ > ml a —dä ix 
+ 123(03 3 A Y, — 64 4 u bA A 
+ LIE Ver ULLA 


Um Summenausdrü:cke für zusammengesetzte Reihen, deren Glieder 
mit abwechselnden Zeichen verbunden sind, mit Hülfe der Difterenziale 
zu gewinnen, legen wir die Gleichung (476.) oder (477.) zum Grunde, und 
unterscheiden unter einer Reihe von ungerader und gerader Gliederanzahl. 
Wir können dann die Gleichungen (298.) und (299.) benutzen, oder auch 
die positiven Unterschiede nach (214.) einführen. Hiernach erhalten wir 
für eine Reihe von ungerader Gliederanzahl: 





l 
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572. A, Yy—X, Y, 4 A, f ER EEN -- . F 
= Aus . Yırı 
oYv AX.O Arntı (Ar)? 0? Anti (A °C P: + 
an £ Y.r2 ( + 1 2(0 2)? + 153175: Zn -L .. “ 


























10x 90x)? 
>-3y de (Ax)?0?X,4ı + 6(Ar)?O!X, +1 14(A a»)? 0* N,yı ) 
u Ba 1.2(0.x)? 1.2.3(0.x)? 1.2.3.4(0%0)* Tor 
> y ( 6 (a0)? 03 Ayrı 36 (Aw)* 0% Xypı + 150 (Ax)5 0° Ayyı & ) 
6 Eu 1.2.3(0 2)° 1.2.3.4 (0. x)* 1.2.3.4.3(0 &)® Be 


7 Xc- Y 
a AX.OX (Ax)20?X (Ax)?0®?X 
Bun ; r( 10: r 1.2(0x)? + 1.2.3 (0. x)? fo... 


Ix 
er ER SU E ME 
\ 2 
6(Ax)?03X 


1.2(0.)? + # 2 .3(0x)? + 1.2.3.4 (0 &) 2 - a 
DAY E 150 ( (Ax)® 0 Yv \ 
(a ETF 

















36 (AX)+0*X 











Für eine Reihe von gerader Gliederanzahl gewinnen wir: 
573. A) Yy—AÄ, Y, + A, Y, a TE Yung A, B, 


= — X rn 


























n+13 
ii JY ( A. d Ar+ı + (A)? 9° Nat Bu (A x)? 0° X +1 + &, .) 
> nt? 0x 1.2(0.x)? ı 1.2,.3(0%)? 
e=Y (22009 Fan . SEE ER T Fey ) 
vo n+3 1.2 (0.0)? 1.2:3.0.%)3 ' -1.234(0x)* wa 
Yy ( 23(80)? 0° Xuyı , Sblaw)td’ Kur 5 150 (Am)? 09 Nyı 5 ) 
+Ss u. 1.2.3.0)? 1.234002) | 1.2... 


+XEY 
dc AX.OX 
_ ( 
14(am)* 0° X 


X A en © ‚3 "x 
Tas + Tao» + Tas rt ..) 
ia 2(Ax)?0?X h - Ri 
3 
+S (= mer + 1.2.3 (0x)? ” 1.2.3.4(0& tr 


6(Ar)?oO!X 


(An)? 6? X 














Ordnet man die vorstehenden Gleichungen nach den steigenden Potenzen 
der Dillerenziale, so gewinnt man aus (572.): 





152 14 





. LAK ei 
— \urı EZ n+i 
Ar.ONn+H 2-2 
1. (da) 4 
— 2 Ant, 





i j !__f/ - 
+ 1.2(0.0)? N > Yaz: 


(Ax)3c 3 Anti —2Y 
+733 Ten‘ In 


ı (Ax)t 0° Xi 








R N „+4: + 14C ” Rss 








be . 4 1 9£ u „ 
” 2a ’ Br 36°, 
X, Y 
Axt Re: X 7-?} 
== 10x > 
(Axı20?X vv 9.3Y 
+ 120 5 Ar2cTH) 
f (Ar) 0?X / 2? yY Dem Y > In \ 
T 1330328 und 3 + 74 :tbc"Y,) 


- . - “ w . 


aus (573.) aber folgende 





97. AK—-KLTNHRR-..— X) 
= — X, Yon 
an ——Z et er er 
BE: CE (HE Ina —12g 7 Y4) 
+ (ar) X rr—6l°Yı+ FA 
IE ar ber Ya 
in 18 z CRY, 
+EPER en acer) 
RER en4 sense 


‘ e € . . e ” 


$. 132. 
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+5) 





Kine andere Darstellung für Summenausdrücke zusammengesetzter 
Reihen, deren Glieder mit abwechselnden Zeichen verbunden sind ‚ erhal- 


ten wir, wenn wir die Gleichungen (479.) $.106. zum Grunde legen und 
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die positiven Unterschiede durch Diflerenziale darstellen. Für eine Reihe 
von einer ungeraden Gliederanzahl entsteht 


UT E ı 295 55 AR 55 APRRREIEER ME, de 



































ze X, ee. Y,+ 
_ DEE (Ar)? 0? Ani (Aw)? 6 Anoı 
+S nl Eee m 1.2(02% m 3(d.)3 rt. ) 
ui 2(Ax)20? X, 6(Ax)3 0? X._. 14 (Ax)2 04 X, ) 
(= Sr . 
ee 5: tesa» 1 Ian tr 
s 6 (A ac)? a 3 PR 36 (A ac)* 04 X._3 150 (A 20)° 0° I, —3 ) 
r—ı I. 
+ \ Kuh 1.2.3 (6.&)3 1.2.3.4 (0.0)? ” 1.2....5(0%) > 6025 
x ,cY 











Eu AxX.0 X. (ax)? 0? X. (42)30°?X_, 
+ S v ( 0x r 1.2(0.x)? ” 1.2.3(9x)3 Te ) 
iv 2[Ax)?0?X_3, 6(Ax)? 0°’X_; 14 (Ax)*0*NX_; 
S } ( 1.2(0 x)® + 1.2.3(0.x)? 1.2.3.4 (0 x)* +...) 
_yw [6 (Ax)? 0? X Tel, X_ , 150(4x)' 0°’ X_ 
+S r( 1.2.3 (0.0)? +3 ..4(98)* + 1.2.0004 9(0.x)* +...) 




















Für eine Reibe von einer en Gliederanzahl : 
Kin ni 
= — Kl" Lu 


a Ar. OK. (Ax)?0? X, (Aa)? 03 on 
u‘ Yu 10% + 1.2(0 x)? 4 1.2.3(0x)? % ) 
av (2a)? 9X, , 6X, , 14lan) IX, 
u‘ rl 1.2(0x)? Ban > 1.2.3 (0x)? ” 1.2 3.4(0.x)* +...) 
Aw 6(Ar)? 03) n—=3 36 (A.c)* 0% X._3 150(Ax)’ 0% X. 
4 
rl 1.2 3(02)% 4 1.2.3.4 (0 x)% + 7723 5° 75 u a ) 





























Bor ei 
ae 4 elle + Me 4) 
ee a ee) 
ED ” 12 5 x 3° a; 1 LICHT r 13 - a. da +.) 





























Aus der Beschaffenheit der in den $$. 130. — 132. gegebenen Sum- 


menausdrücke geht hervor, dafs sich diejenigen zusammengesetzten Rei- 
Crelle’s Jonrnal d. M. Dd. XVI. Hit. 2. 230 
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hen leicht nach ihnen summiren lassen, welche durch fortgesetzte Difte- 
renziation der Functionen X,,, und X auf O führen. Ist dies nicht der Fall, 
und führt die fortgesetzte Differenziation auf fortlaufende Reihen, so sind 
die vorliegenden Gleichungen nicht tauglich zu der Summirung der Reihen, 
ausgenommen für den Fall, wenn die hohen Differenziale der genannten 
Functionen auf sehr convergirende Reihen führen. 

Ferner ist klar, dals diejenigen Functionen sich sehr bequem durch 
die vorliegenden Gleichungen summiren lassen, die von der Beschaffen- 
heit sind, dafs X, verschwindet, oder =0 wird. Denn in diesem Falle 
werden in der Regel auch alle Glieder der zweiten Reihe des Summen- 
ausdruckes verschwinden. 

Wir haben in den genannten $$. nur die Summenausdrücke für 
die einfachsten Fälle der zusammengesetzten Reihen gegeben, aus dem 
leicht begreiflichen Grunde, dals die zusammengesetzteren zu weitläufigen 
Formeln geführt hätten, und die Summenausdrücke für verwickeltere Rei- 
hen leicht nach der angegebenen Methode für vorkommende Fälle aufge- 


sucht werden können. 
Nach diesen Bemerkungen wenden wir uns nun zu Anwendungen, 
um die Brauchbarkeit der angegebenen Gleichungen zu zeigen. 


Anwendungen. 


$. 133. 


Wir machen zuerst eine Anwendung der gefundenen Gleichungen 
auf Reihen, deren Glieder aus den Gliedern einer geometrischen Reihe 
und aus Potenzialgröfsen zusammengesetzt sind, und wählen, da wir 
schon $. 115. derartige Reihen summirt haben, eine Reihe von folgender 


Gestalt: 





(et), tete) „. ‚Miles 


a‘t?Ax axt"Ax ” 


ar 
a* + axt3r 


Um sie summiren zu können, haben wir in der Gleichung (571.) X = x” 
und Y=* zu setzen. Geschieht dies, so erhalten wir: 
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_—_ 


(0 +42) rn + (e-Fnam) 


























a* axt2 x axrt?&a £ a“ -FnA v 
Br 1 
= (x n-+-1)Axr).&A 
dm. (le +(n-+H1)Ar)” e- 1 
0x art F2)Ix 
nmel, u ask 
1.2 (dx 2 a axrtt"+?2)Ax + ..ö <a) 
kam ar,a=! u 
x 
Ar. ‚dar Er 
+ er axt}x 
_ Gar rar 2 
1202 Mo are gr 


Um den vorstehenden Summenausdruck darstellen zu können, sind uns 
die Differenziale der Potenzialgrölsen und die negativen Unterschiede der 
Exponentialgröfsen nach der Gleichung (203.) nöthig. Die erstern ergeben 
sich aus folgenden Gleichungen : 

ka t+(r+1)ae)" = p(p—1)....(P—r+1)(e + r+N)aR)" (Or) 


und 
ar = plp—1).... (p—r+NY)ar(er). 
Die letztern sind nach (203.) folgende: 




















Pi 1 is adx 
axtr+1)Aax 7” (1— a&*) art tax ? 
Ber ft v a?Ax 1 
artn+33x 77T (1—aa%)2" at tax 
am 1 re adx 1 





axrtin+3)ax 7” (1— adx)?' axtin+3)3x 

















und 
au 1 ad* 
A —— —- 2 
a* (1— adX) a* 
PR 1 a?dxr 1 
a xt 1x ni \x\2° "LI 9 
a”Tra (l —a en. axt?2* 
4-3 1 ui ardx 1 
axt24x (— adz)3 art3ax 9 


. ® 4 . u . P . . > Pr e 


Berücksichtigen wir, dafs das letzte Glied der Reihe mit den Gliedern der 


ersten Reihe im Summenausdrucke der Form nach nicht übereinstimmt, 
20°? 
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so läfst sich diese Übereinstimmung herbeiführen, wenn auf beiden Seiten 


’ )” ® ® .. 
ern zugezählt wird. Wird ferner dann der Kürze wegen —1 
statt 7 gesetzt, und werden die angezeigten Differenziale eingeführt, so 
entsteht folgende Darstellung: 


578, 1 ara), „akt 


a* axtax axtrsx 
(e-t-nAaa)? 


— (1—.a°*) axtnAx 
p(x-nAx@jP!ax.a?* 
Pe (1— aA*®) axtt"+1)Aax 
ST TE 
r 1. Dart n}+1)Ax (A Ax 2 (1— aA*)? ad* 


> p (p—1) (p—2)( (e--nAx)P-3 (Aa)? (« a?äx + 6a?Ax 6 arix ) 
1.2.3 axt(rt1)Ax (1— aA*)? (1— aA)? aAX (1—adr)* 2288 






































o . > . E2 E . . . ® © “ “ “ ” . “ B3 * * E2 E ” . E ” 


























xP,ad* p.xP-IAx a?dx 
ke (1— a&*) a* (1 — ad*)? " axtäx 
p(p—1)xP(Ax)? ( a?Ax Y 034x ) 
Tr ..3 u (1 — aar)? axtax Sn (1 a adx)? ax+?ıx 
ep era) ( 6 a3A* 6 a*Ax 
+ u ..5 (1— aA*) artıx + (1— ad*)? ax+t?3x + (1—aA*)* axt3Ax 


® (2 ” * . Er * . ” EZ * = “ ” > . . . E > » 


Der so eben gefundene Summenausdruck lüfst bedeutende Reduetionen zu, 
wenn die in Klammern eingeschlossenen Ausdrücke vereinigt werden. Ihre 
Vereinigung erzeugt folgende Darstellung: 


579. + er „un a 2... 4 (chrse) 









































axrtrax 
_. (etnax)” __„&P— af* 
— (1— aAX) art"Ax (1— aA*) a* 
p(x t+nAx)PI(Ax)a?d* Bar" Ar, a?.x 
— (i— ad*r)? u v+in$1)Ax + (1— ad“)? axt?Ax 
nt (ar)? ara“ _ p(p—1)xP” (ax)? ax — a?dx 
+ 1.2 ax ti +13x " (1— aA&*)? 1.2 axtdr - 
__p(p-V (p-2 \(ac+nAr) P-3(Asc)® arär4a’dxr_Latx p{p-1)! p- -2) ach- ?(Ar)? ar h4a’\hat'z 





(1— a&*)* 1.2 3a:t+Ax (1— ar 


“ . . . 4 ® . ” E . . 


1.2.3 a HTDSr 


f} . v w E3 ” “ > > . . . . - E2 ° ” . - = 


In dieser Gleichung bezeichnen x, 2, Ax Grölsen, die gänzlich unabhän- 


gig von einander sind. Man kann sie daher nach Willkühr annehmen, 


Durch zweckmälsige Annahme der genannten Gröfsen kürzen wir die der 
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Gestalt nach weitläußge Formel sehr ab. Setzen wir —=0, ar =1, so 
‘verschwinden alle Glieder der zweiten Scheitelreihe, ausgenommen für 
den Fall, wenn der Exponent von x in O übergeht. Dann alsdann ist 
0=3=1. Nach diesen Bemerkungen erhalten wir folgende Reihen, 


nebst ihren EN: 


1 n a a 
=+3 ya ; tr +. +. Ant 
[BE .Ie: tat ta 


a 


 —( ER 2na aut) _ a(a+1) 
PR 1—a Er ti ’ 
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4atatate- tn 


00.) 1 / nn? In’a Sna(a+1) _all+ta+a? ) Ges 
at (1—.a)? (1— a)® + ’ 














,.m.,.». m n* 
eratratratre te 
1 [= An:a BE 082) WUERERHE)  üee e\ 














a ia A)” T Ta) (ia)? (1-—a)® 
MR a(i+41a+11a?+a?) 
(ta) 





L u. 5 We 
$. 134. 


Setzen wir in der Gleichung (571.) X = I md Y--, so erbal- 
ap a“ 


ten wir folgende Reihe, mit ihrem Summenausdrucke: 
































1 1 1 l 
ar. a* + (scH Aa)? axtax ” (c+ 240)” ax+:4x ” RS Te inaaP axtıdx 
1 2 1 
= .A 
(c+ (n+1)Ax)? at t+1)Ax 
—3x.0 - 1 a” 1 
(c+(n+l)an)P Or 2 artrtmar 
_ (Aw)? ac)” 2 1 ni 1 3 1 
Fa? (24 (n+1)ax)? (Set ar +12 rer) 
. 4 „1 
cp = 
As 4 I. 1 


47° de m" ar 


(Ar)? t/. 1 Kr 
0° (a a" 1. 2A : ax+?3x 





+12780> ap 
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Die negativen Unterschiede der Exponentialgröfsen sind aus dem vorher- 
gehenden $. bekannt. Die Differenziale der negativen Potenzialgröfßsen er- 
geben sich aus den nachstehenden bekannten Gleichungen: 














or 1 — (y2elertD(P+D9... (phr—9) 
N e+a+har) (c+(n +1)A)Pt” 
une 
rl _,/_vPpPptl)(p+D....(p+r—1) 
”— un () nn 


Werden nun diese Werthe eingeführt, und wird Harmonie in die Glieder 
der ersten Verticalreihe und in das letzte Glied der Reihe gebracht, so ge- 
winnen wir folgende Darstellung: 






































1 1 1 
PN ara t (w+AX)? art u (c+nAx)P artrdx 
1 ad! 
” (x+nax)P (1- aa“) axtnax — ar.a* (1-aA*) 
pAxX. a?>x e pAx. a?rarxr 3 
(sc+nax + l-aA 2, art +18x „pr! (1-ad*)? axtax 
p(p+1)(A 2)” = ui a?dx 9 34x 
1.2 (ac+nan)”t ( 1-a&*) 2 axtınt1Ax Tee ar 2Ax 
p(p+1)(Ar) a’d* ( _a?dx 2... 2adar en. 
1.2 .7*? (1- adX) axt?Ax (1-aA*) ax+2ax 


Die in den Klammern eingeschlossenen Ausdrücke sind die nämlichen wie 
in der Gleichung (578.): daher führen sie auch zur nämlichen Induction. 
‘s geht also die vorstehende Gleichung in folgende über: 









































. 1 1 1 
582. ar,” + (tar)? axtax + .... + (+ nax)” axtnax 
1 adx 
Kg (e+nAx)” art Ax (1-a&*) a (1— aA*) a* 
p.Ax.ad* x p.Ax.a‘* 

+ (a+nax)Pr' „axtrAx (1-aAx)? art 1— ad*)2 a* 

p(p+1) (ax)? a 2 eh _p(p+1)(aw)? adx+ ad 
+ 1.2(a Enaw)Pt° axtnax " (1—a*)’ 1 2x74?,.aX ' (1— aA”)? 
ö p(pt+ I)(p+2)(Ax) >. adz + Za?dxL a34x N p(p+1)(p+2)(Ar)? adr+4a2axı ar 


ö ) " xıe } f} - 
1.2.3(c+nan)Prartrar (1-ad”) 1.2.30’ ,a* (1—adx,* 


® e . “ “ . ’ . e eo f . ® 
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Die beiden Reihen des Summenausdruckes laufen ins Unendliche fort, und 
brechen also nicht ab. Es zeigt sich aber deutlich, dafs sie sehr conver- 
siren, wenn x, 2 und > grolse Zahlen sind; und dann werden wenige 
Glieder hinreichen, um den Summenausdruck hinlänglich genau darzustel- 
len. Nehmen wir specielle Fälle an, und setzen ax — 1, so erhalten wir: 


i 1 t 1 1 
583. ..... 
+ + ee rer ger 






































xP .„a* (c+t)P art! (c+2)" axt3 
in 1 a 
—  (a+n)” at" (1—a) ar (l—a)a* 

p.a p.a 
Trade art! (l—a)?a* 
HN) at __plo+D lat) 

1.2(ctn)Pt? axtr (la)? 1.2 @rt?ax" (1—a)? 
+ p(tp+l)(p+2 atta®+a? _ p(p+N)(p+?2) at+ta? ta? 
1 2.3 (a0 tn)”r’axt n (1—a)* 1.2.3cPt3 aX (l—.a,? 


Bedeutet hierin 2 eine sehr grofse, oder gar eine unendlich grolse Zahl, 
so werden die sämmtlichen Glieder der ersten Scheitelreihe unendlich 
klein, oder sie verschwinden; und dann erhalten wir, was auch x bedeu- 
ten mag, folgende Darstellung: 
1 1 1 
584. . 
ax’, a* + (cH1)P axrtı + (sc-+2)? axt2 + 


u - a. 2 _r(p+1) _ala-Hl) 
xzPr(l—a)a* art!(l—a)?a* 1.2xPtl "(1—a)?. a* 

















ee 


wobei, was sich von selbst versteht, der Fall ausgenommen ist, wenn 

—( ist. In der Summenreihe haben zwar alle Glieder das negative 
Zeichen: berücksichtigt man aber, dafs die ungeraden Potenzen von I— a 
einen negativen und die geraden einen positiven Werth erhalten, so ist 
leicht zu erkennen, dafs unter den Zeichen ein Wechsel entstehen müsse, 
und das erste Glied einen positiven Werth haben werde. 

Für a=1 geht die vorstehende Reihe in die reciproke Reihe des 
ersten Grades über. Für diesen Fall ist der Summenausdruck unbrauch- 
bar. Oben $. 127. ist die Summe dieser Reihe gegeben. 

Summenausdrücke für Reihen, die aus Kreisfunctionen und Poten- 
zial- Grölsen oder Facultüten zusammengesetzt und mit lauter positiven 
Zeichen versehen sind, lassen sich leicht nach der bisher gegebenen Me- 
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thode bilden. Daher übergehen wir sie und wenden uns zur Darstellung 
der Summenausdrücke einiger zusammengesetzten Reihen, deren Glieder 
mit abwechselnden Zeichen verbunden sind, 


$. 135. 


Ehe wir uns zu der Anwendung der in $. 131. gefundenen Glei- 
chungen selbst wenden, geben wir ihnen in ihrer formellen Darstellung 
eine Umformung, die sich zur Anwendung bequem eignet, und die darin 
besteht, dafs wir das letzte Glied der Summenreihe mit den Gliedern der 
ersten Scheitelreihe im Summenausdrucke, den Stellenzahlen nach, in Über- 
einstimmung bringen. Dies geschieht dadurch, dafs wir, wie in der Glei- 
ehung (575.), das Glied X,,, Y,.4ı zu-, in (574.) abzühlen, und dann 2 —1 
statt z setzen. Hiedurch entsteht aus (575.) für eine Reihe von ungerader 
Glieder- Anzahl: 


5855. KH - KL, Ht+Ä N —...+X,T, 
— X, C'"Y+XY 


n 








ar.oON, ER 
+ — 4 . E; I 
l.cox > (tr 
Aa)? oO An 4 Vu a 
+ 13000 ST Ir 25T Inge) 
(Ax)? 0?’ X, a nd Wr 94V \ 
+73 3(60)° < I, 65 Y,4.+ bS Y.42) 





Ar)tot An ‚2 1p-3 36F-Y 9yP-y.. 
-r 1. = 7/5 (< Y,.ı—14c< Y.+ +36< Y.43 — 242 Y 44) 


. ® & . . . « © . e ” D} Pi . . e . “ . ” . 





Xe-Y 
Ar.© >: nr . 
FREE Find 23 
lox S a 

(Ax)2 02 X es TEEN 

L ä Br: BERR — 7 KR 

al Te 





(Ax)?o? HE , -?’vr > Zt V 
+ 12300) HE n—65*7,) 


. . ° . [3 . . . “ . “ . . ® 5 s 


für eine Reihe von gerader Glieder - Anzahl, aus (576.): 
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56 KENN... _xY 
== an ri Y, 


AxXx.,ON 2 
10x er 

(Acc) 0 ai nr Im3 3 

+ 12057 ae 3 "ut+2g °Y,4) 


(Ax2)3 03 X 


+ 1.2.3(0%) Zn en Ir + ER 68 +3) 

















- 7 0 
+ 2)? AH+EY 
+ an - IHR Y, 


Setzen wir nun in der Gleichung (585.) X = =a, Yo”, so erhalten wir: 


387. a’.a— (24% Part... + (r +nax)? axtraı 
= — (at naaP at naar 


aAr)olx nAx" 
+ ( ) . + ) a art +n4x 
x 
Ar)? dla nam)” 
1.2(0.x)? 











— 











ZI „x+nkl)/ XL 
(€ artr+l)Ax Ic at 68) 





+ a: = _.( axtax + 7 Aa r +2Aw) 


Die negativen Aufstufungen, die zur Darstellung des gesuchten Summen- 
ausdruckes nöthig werden, sind schon $. 112. und die Differenziale $, 133, 
gegeben. Führen wir sie ein, so erhalten wir: 

Crelle's Journal d. M. Bd.XVl. Hit.2, 21 
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588. ar." (a+awPart.....+latnae)P art” 


(c+tnd. ee xtnäx 
——-+| (at nax) a*t"2* 




















+ u4* 
FR p (c+n ar" An.aXtr tax 
(1 al‘)? 
+ p(p —I)(c-+ nAc 2 (Aa)? ( act +1dx A nu 
1.2 (1+a4* 2 (1+ a42)? 








4 p(p—I(p— 2) e nA) ng?” ce)? ( art +1)Ax 6 axrtnt+2Ax art u) 
28 (1+ aA*)? (1 +aAY 3 (1+ a&x)* 











=...” 
+ It ade 
p. x? I „zt+räAx 
(1-+a&* ? 
RI 
1.2 (14+aA*)* ! (1-+a°*)? 


Werden nun die im Summenausdrucke möglichen Reductionen vorgenom- 
men, so erhalten wir: 
589. ar.a* — (a +38) at” (a4 Iaw)P at —_,,,, + (+ nae)? artra 
_ @&+ nA)” art tax 
1-+ a“ 


plan ao)” Ih. 
” (1-+ aA“)? 


p(p —| )(ac-n A ae)! P. (A 22)? art n+1)Ax a 6 1 





axt n+lAx 

















1.3 aa 
+ PP p-Drtnsayam)t arkrtiar sr dar 
1.2.3 IF asr 
aX ' Le ‚Ax. axtAax 





+77 Sr 1-+a&® 








” p(p—1)xP?(Ax)? artdx a—i 
sn (1-4 ad*)? 
Pr: p(p-1)(p — 2) aP3(Ax)? axtAx a?’x —4adr +1 
5.2.8 ae 


Wird auf eine Reihe von gerader Glieder-Anzahl die Gleichung: (586.) 
angewendet, und werden dieselben Reductionen gemacht, so erhalten wir 
folgende Darstellung 
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590. ara“ — (w+ a2). ti} (+ Nam. tr... (v-hnan).arta 


























ie (cH+nAx)" art tlAx ap. a* 
u 1+ 04% Tora 
p(ctnac)” IA. axt+1Ax p-xP Axc.axtäx 
(1-FaA&*)? (1-+ ad*)2 
r p(p—1)(c+nax)” (An)? artntlaxr gax__1 
1.2 “(a —-.a?*)? 
RN p(p—1) aP-? (Aa)? axtäx aA*x D_ 1 
1.2 “(14 ad*)? 
_ plp—p—2) (e+nsx)P (An)? artntnar ix — Zar 41 
1.2.3 (14 a*)* 
__ Plpr—Nep—2) ar” (Ar)? art? dr a —4adr 44 
1.2.9 z (I-+arr) 


Die Summenausdrücke der Gleichungen (589.) und (590.) sind nur in den 
Zeichen der ersten Scheitelreihe verschieden. 

Machen wir nun von den gefundenen Gleichungen Anwendung auf 
specielle Fälle und setzen zu dem Ende e=0, axr=1 und statt » all- 
mählig die Zahlen 1, 2, 3, ...., so erhalten wir für Reihen von ungera- 
der Glieder - Anzahl folgende Zusammenstellung: 


f 1a — 2a. +53ad—4ta’t....+ nu" 
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tif 2 1 BR. 
u tete 

ra Verse —Lat+....+ na” 
u er I _—— ) — 2 
—. Fraser, (1+.a)' 

a Fate —Hart....+n’a” 

3 3n? a—i1 a’ 4a (a? — 4a-t1)a 
n+1 En, R 
ö rue, 3a part (1-ra)* )+ (ia)? 
591. ; ra — "+ —Ha+....+nto" 
ROT DE; 2. EN ._ a—i „a a—4a+i he 
.. teen I ) 
a® —1la? +1la? —a 
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(I-F a)‘ y 
EEE ..t n°o" 
— mtl u In WE ano me -4da+l -. a u +lla—i 
AT TR EG 14107 (Eau 7” " ST 


at — 26a? +66a? — ati a’ — 26a? 66a? — 26a’ —+a 








r 7 (1-+a)° ) ” (1-+a)° 
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Für Reihen von gerader Glieder- Anzahl erhalten wir folgende Zusam- 
menstellung: 
| la— 20.’ +3 0° —...— na 
i 
nn () +1 ( " ’ ) LER 
Piz tacH tar: 
ra + Tr - 3 —....— na” 








S 2 Bu 

2. je el n n a er a 
u. ta (1+ a)? + ara: (1-+a)?? 
1’a —_ Ja? -- 37’, u er 





u Te Ze a. a—i a ern) a—4a-p1 
u ( 1-+a Ar rt In (Ita)? (1-Fa)* + (1--a)* 


\ u. 8. Ws 





\p 136. 
Setzen wir in der Gleichung (585.) X,—= a” und Y, = rn so er- 


halten wir folgende Darstellung für eine Reihe von ungerader Glieder- 
Anzahl: 























sun. 7 rm 2 
a“ axt2x axt?Ar art"Ax 
= — (s-+nar) lc" it Dan ei 
N. o(e-HnAx)” o_, 1 
1.0% S art r1)ax 
d (Ax)?0? c+ n Acc)” (e- RN ne; 22-3 1 ) 
1.2(dx,2 S  ehatnar TS FOR 











(A & 3 03 (sc LI n A ac)? 22 1 6 Du 1 6 204 1 
2.3(0x)° > Zrtntae IS ZEraar  ] axrtırt3.a: 


® * * ® “ . . u . u E [ . . 0} . C} [) E} s ’ . . » 

















. 1 
n 1 
X. - 
gl 
eo a, 1 
1.0x axtäx 
f ; \2 72 pP a | 
+ nl (— & 12 ) | 
1.2(0x)* -. L a AX | 
(Acc)? 03 et er w l ar ) 
1.2.3000): 18 re 


Die Differenziale der Functionen (e +rzax)’ und x? sind bekannt; die ne- 
gativen Aufstufungen der Exponentialfunctionen, die uns nöthig werden, 
sind nach (89.): 
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1 aAx 1 











u 

ee. 1 ai ee 1 

S axtt+nax 7 (1 + a \X)? RHEIN 9 
1 addx 1 














4 axtt+2)Ax — (1-+ ax)? , axti"+2)3x ? 








und 
a* TOT —adr a“? 
PER SERENEHER 1 
axtax 7” (1 Bez a a n ax+tAäx ’ 
1 adax 1 





—); 
4 axt?Ax ”” (1 Eu ad)? , art2Ax ? 


Werden die angezeigten Werthe eingeführt, so entsteht: 











Es ie; (zr240) N (a--nax)” 


x x+Ax axt?ax a xtn ‘x 


994. 


a* 





(e+nAnx)” en (ec +nA«)F 


BE axtrAäxr (il + aa”) a x+nAx 





+ p (c+nAaciPtan.a?d* 
(1+ aA a axtt rar 


(p-1) (c+nAx)P=? (Aw)? 
a (+ 


p (p-D(p-2)c+nAar)P> (Aa)? 
+ 1.2.3 (+ 











a?Aax I a3Arx 
(1+ ud 5 artr+1)ix i-+ a ar axtt"+2)3x 





a?dx 6a3Ax 


(1-FaA*)? axtt+ı)1v ug l+a‘*)? a x+{n$2) x 














6 a*tıx 
L z sin: 
 (1-+aX are) 














xP ,ad* na a, ar 
+ (1 + aAX) a* az (1 4 ad“ ,? axrtax 
2Ax I ım3AxX 
EN ran (et 
1 j D) (1 + a‘*)? a*xtAa x [ + ad*)? axt?:3x 


Werden in dem vorstehenden Summenausdrucke die möglichen Reductio- 
nen vorgenommen, so erhalten wir folgende Darstellung: 
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sg, #_ er „(era (x +naz)P 
. a*X artax + axt?ıx —— 0000 + axfnax 
_(atnsef 
(1-+ a° (1-+ ax) axtrax 
p(ce-+nax)” (aa)aA* 











(Fass Fartiar 
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paPrt!,.An.0 
(1-F aA*)? a* 
+ p(p u), ar? (Ax)? a?!“ — ad“ 
KH 6 a* (1-+ aA*)? 


p( P-VP-9 aıt?(An)? adır — LarärL ad 














1 =. a* £ (1 + u‘d*)* 


. = “ . ® a s * ’ ® ® . . . ” “ ’ 


Wird die Gleichung (586.) zum Grunde gelegt, und werden die nämlichen 
Veränderungen an ihr vorgenommen, so erhalten wir für eine Reihe von 
serader Glieder- Anzahl folgende Darstellung: 
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Setzen wir hierin ar=1, x =(, so verschwindet das erste Glied in der 
Reihe und alle Glieder der zweiten Reihe im Summenausdrucke, bis aul 
dasjenige, worin der Exponent von x in O übergeht. Dempach gewinnen 
wir für Summenreihen von einer ungeraden Glieder - Anzahl, aus (596.), 
wenn alle Zeichen gewechselt werden, folgende Zusammenstellung : 


























f 1 2 3 n 1/n a a 
re = Ahtaa)tao 
ET % 
Pi ; all, 
1/ n: Ina a? —a 
u lerne; er ‚9 
u 
rn: + 
997. ; „as Ana a a?— 4a?-+a a3 —4a?—+a 
tt et It 
se u 
a rtameete 
Pn 1 Ana a—4a-r-a a* — 11a? +11a’—a 
ar EHER: fa) „+ tr Br (1—.a)° ) 
a+—1la’--Ila*— a 
v (1-+ a)‘ 
\ uU. S. WW. 


Für eine Reihe von ungerader Glieder- Anzahl erhalten wir folgende Zu- 


sammenstellung : 




















f 1 2 h) 1 1 n a a 
ET BT TT .- trat 
EEE 

a Ber‘ n Ina a’—a a’—a 

598. IT «* (tareteen) tags 

A ARE 4 

ai PET A... In°’a a?—a , a—4a-ta a—4a?—+ta 
trete tn 

usw 





Merkwürdig ist das Resultat, auf welches die vorstehenden Reihen füh- 
ren, wenn die Zahl der Glieder = » gesetzt oder die Reihe bis ins Un- 
endliche ausgedehnt und dann @= 1 angenommen wird. Alsdann geht der 
Ausdruck, der in Klammern eingeschlossen ist, in O über, da der Ausdruck 
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acP 





== Ö 


a” 


ist, wie wir $. 106. No. 324. in unserm Differenzial-Calcul gezeigt haben, 
und dann gewinnt man folgende Reihen für 


+43 -P4..='2=0, 


NH 2 _ 11.1? +11.12— 

LABME. JEDE" DEIN Br RRRERRENT 0 
u. 8. w., wonach alle veraden Potenzen der natürlichen Zahlenreihen, de- 
ren Glieder mit abwechselnden Zeichen verbunden waren, auf O0 führen 


müfsten, und zwar nicht nur die vorstehenden Reihen, sondern auch die 








nachfolgenden 
42 “7? 9 12? —1 

— (’ +2 — 3 +... = — 5 == (, 

—1+- U —3'—.... = 0 


u. S. W. 





Die ungeraden Potenzenrejhen geben aber folgende Werthe: 


1 i 
‘7, zz —  — 
I . I no —— 22 — 4 g 
’— +39 — a GEBEDED 1 
. l u... —— )4 — S $) 
3 16 1 
rn Be nenn PN m» ER 
1 > ) (mE zur zur — 2° er 4 


U. 5. We 


Die hier gefundenen Werthe stimmen vollkommen mit denen überein, die 
Kuler in seiner Differenzial-Rechnung (Thl. 1. Cap. 7. $. 185. u. ff.) ge= 
‚lauben aber, dafs bei der Darstellung solcher Resultate, 
efunden haben, genau auf die Art und Weise, wie sie 


funden hat. Wir 
wie wir sie eben 
aufgefunden werden, geachtet werden müsse, und glauben nicht, dafs sie 
im Allgemeinen als richtig befunden werden können, obgleich sie oft ge- 
radezu für wahr angenommen wurden. Wenigstens harmoniren die hier 
gefundenen Resultate nicht mit denen, die sich aus (366.) und (367.) er- 
geben, wenn 2= x gesetzt wird, sondern stehen geradezu im Wider- 


ga ga 


spruche mit jenen. Diese Disharmonie ist aber ein deutlicher Beweis, dals 
der eine oder der andere Fall unrichtig sein müsse. Wir verweisen hier- 
über noch auf das, was wir in unserm Differenzial-Calcul $. 115. u. ft. 
pag. 191 über widersprechende Resultate gesagt haben. 
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$. 137. 
Setzen wir endlich in den Gleichungen (585.) und (586.) Ä= a 


1 a 
| a . . . 5 r . . 
und Y = = und fuhren die hiedurch nötbig werdende Geschäfte aus, so 


erhalten wir folgende Reihe, nebst ihrem Summenausdrucke: 




















wa“ (otaa)’artar T (a 2ampPartiax "'''" (hmamparmın 
Pen 1 1 % 
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p.Ar.a” ( 1 ) 
a* 1+ a“) ‚2 (c+ nAax)P+!anAx az; pt! 











+8 (ptl)(ax)? ( i | 1 er Pe 
1.2 a* (c-+nas)Pt? anäx a «Pt? (14 ax)? 
pp +1)(r+2 (8.0)? ( 1 1 ) ardr — 4a?d* ad 
1.2.3 a* (e+-nAax)Pt3ardx pt (1 a4°)* 


f} . . 5 . > . . .“ . . . 5 . [2 . [ 


Für eine Reihe von gerader Gliederanzahl erhalten wir folgenden Sum- 
menausdruck : 


we ee see 


Pr,” (2-+Ax)” art3r (e-+-nA a)\P axtrAx 














l ( H ad* 
“(14+a°* (e+nA)” a”&x ac’ ) 





PAR." 1 1 
+ x / zei | j +1 ,nAx + .) 
ai a‘)? (a-+nAax)Ptla art 














BER 44 0 ni 1 1 a?äx — aAx 

1.2a* (e-+n Ax)rt? anäx + xPt? (1a SE 

+ p(p+V)( p+2)(Ax)" ( 1 > 1 } pie es Lat 
1. 2 u a“ (z-#nA ac)Ppt3 anAx acht Ge ST Tg 


‘ . . . . “ . ” . ” ” * . . Fu f} » . . . 


Nachdem wir nun gezeigt haben, wie die Summenausdrücke ein- 
facher und zusammengesetzter Reihen auf dem in diesen Abhandlungen 
befolgten Wege gefunden werden können, überlassen wir die weiteren 
Anwendungen den Zwecken des geneigten Lesers. 








Grelle's Journal d. M. Bd. XYl. Hit. 2. 22 








170 14. Oettinger, Summenrechnung für einfache und zusammengesetzte Reihen, etc. 


Anhan 


Summirung der Reihe 
1 1 l 1 


Strap + (c-+44x TE - 


$. 138. 


Die königliche Akademie der Wissenschaften zu Kopenhagen hat 


or 
o° 














ypIia 


die EEE der Reihe 
a a 
bib ss r0 +63 b+2d)‘ {b-+34) ToIIacHat"" 
zum Gegenstande einer mathematischen Preisfrage gewählt, 
Eduard Schrader, Professor in Tübingen, hat sie in einer Schrift 
von 74 Quartseiten, betitelt: „Cormmentatio de summatione seriei 





a 


a a 
b(b+d) „ (b-+2d)(b+3d) + (b+44)(b-+-5d) Mir 
ob ıllustri societale regia Hafniensi in certamine literario praemio regio 
ornata, auctore Eduardo Schradero, professore Tubingensi. Vimariae, 
sumtlibus novi Bibliopolii, vulgo Landes- Industrie-Comtoir dicti, 1818,” 
mit dem Motto „u/tra!” bearbeitet, und seine Schrift wurde, wie der 








Titel besagt, mit dem Preise gekrönt. 

Ob es gleich eine überflüssige Arbeit zu sein scheint, eine schon 
bearbeitete Materie noch einmal bearbeiten zu wollen, so glauben wir 
dennoch, dies thun zu dürfen, da sich die Art und Weise, die wir bei 
Summirung der Reihen in diesen Abhandlungen befolgten, sehr leicht auch 
auf die Summirung der vorliegenden Reihe anwenden lälst, und auf einen 
ganz allgemeinen Summenausdruck für Reihen von folgender Form: 

a a 
b(b+d)....(b+(p—1)d) T 5+30) b-+3d).....b+(p+1)d) 
a 
+ +4 +5d lot)" 


führt, wovon die von der königlichen Akademie zu Kopenhagen vorge- 














legte nur ein besonderer Fall ist. 

Schrader hat sich bei der Summirung der genannten obigen Reihe 
im Allgemeinen der Methode bedient, die Euler in seinem 2ten Theil der 
Differenzial-Rechnung angegeben hat, und keine Auflösung für eine allge- 


meine Gestalt dieser Reihe gegeben. 
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Die Methode, deren wir uns bei der Summirung der vorgelegten 
allgemeinen Reihe bedienen -werden, hat den Vortheil, dafs sie sehr schnell 
und kurz zu einem allgemeinen Resultate führt; was wir in der angeführ- 
ten Schrift Schraders vermissen. Zugleich wird die Summirung der 
fraglichen Reihe einen Beweis für die Brauchbarkeit der von uns in den 
vorliegenden Abhandlungen angegebenen Summenrechnung liefern, da sie 
eben so schnell als leicht Antwort auf eine vorgelegte wichtige Frage er- 
theilt, und sich eben so leicht auf Reihen von endlicher Glieder - Anzahl 
anwenden lälst. 


$. 139. 
Zuerst stellen wir die vorgelegte Reihe nach der von uns bisher 
angenommenen Bezeichnung auf folgende Art dar: 
1 1 1 i 
. (Fett Ye use) 
Die Grölse a, welche als Factor bei allen Gliedern der Reihe erscheint, 
ist aulserwesentlich. Ist der Summenausdruck gefunden, so ist nichts 








weiter nöthig als die vernachlässigte Grölse durch Vervielfachen wieder 
einzuführen; daher betrachten wir im Folgenden nur die in Klammern 
eingeschlossene Reihe. 

Die Reihe selbst lälst sich, als von zwei Reihen erzeugt, «darstellen, 
wovon die eine lauter positive Zeichen und folgende Gestalt: 

1 1 1 1 \ 
rt (c}+An)P !A* + (+ 240)? 1A* Be (sc+(2n-1)am)P | A* 
die andere einen Zeichenwechsei und folgende Gestalt hat: 

1 1 1 1 

sr 7 Zu (c+A2)P!0* 7 (c+2x)P | Ax Te (c+(2n-1)Aaa)P | 2 f 


Werden beide Reihen zusammengezühlt, so zerstören sich die ungeraden 


























Glieder, die geraden aber erscheinen zweimal, und daher sind wir zu fol- 
sender Darstellung geführt: 
1 | 1 
? u...» E 
(et et ae) 
1 1 1 l 
ne er map 
4 N 1 s 1 
+ Zr2 (a + Aa?! 9* (x +2)?! A* gs (e+(2n—1) amp! a*" 





























Beide Reihen auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens sind summir- 
39 [3 











c 1 


ZA 
D) 
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bar: also auch die ihnen gleiche auf der linken Seite des Gleichheitszei- 
chens. Die erste Reihe führt nach (350.) auf folgende Gleichung: 
1 1 1 
apa OL aaplar a een 
1 BER Anl JE . 
(e+ (In +H1)a@yPI°* zP ax? 
die zweite nach (351.) auf folgende: 
TERN fg { 
zPiAx (ot Aa?!“ PEN (e+(2r —1)aa@jP!® 


1 ar 


(e-- In Az)p Ar >  gplax? 








— 1 




















— „.. /l 


die Vereinigung beider erzeugt folgende Darstellung: 


1 1 1 1 
601. rc 4 ...t+ Ax 

















Te map 
1 1 
an 3 —1 I e 
ud iur De 
u (ce (2n +1) An)P | 2” 2 „P1lax 
. 1 1 
— 1. ı 7-1 
23 +3{ zplax® 


(e+-2naayP 9 
Es sind uns demnach zur Darstellung des gesuchten Summenausdruckes 
die negativen Unterschiede der angezeigten Nenner -Facultäten nöthig. Sie 


sind nach der Gleichung (199.) $. 36. 














Zi. u ia 1 1 
(e+ (An +1) aa! (PN) ar (+ (In +1) An)Pt1Ar 
und 
4 nz 1 l 
oep i Ax Br (p—1)ax' xzp-1lar* 


Nicht so einfach wird die Darstellung der negativen Aufstufungen 
der angezeigten Facultüten sein. Da wir sie direct nicht darstellen kön- 
nen, so nehmen wir die Gleichung (342.) $. 73. zu Hülfe, und führen sie 
auf die positiven Unterschiede der Nenner -Facultäten zurück, Wird dort 


m==1 gesetzt, so erhalten wir 























1 z— — — ui l - | — 4 Fi A — enge - — 2 A® 1 5 2% 4 u... 
(ac+ na)” du 2(c+2nAx)' . (c+2nAan) - (c+InAx) 
und 
1 5; 1 Bu 1 a 1 
| Ax or 9, pP | ax 92 n|Ax . 93 9 plAx — 
sch - = IC au RC + A 2) - X + 2& X) 


Die positiven Unterschiede der angegebenen Facultüten, welche weiter nö- 
thig werden, entnehmen wir aus $. 30. Sie sind: 
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1 p.Ax 
(2 +2nax)” _. ı4 (+2 nAaayPtt Ax) 
RER.  _ptpt)(an)® 
(c+2nAan)P! A“ («+ 2naaypr?1äx? 
1 _ ptp+V(p+NDsr° 
































3 
ä = ! 
und 

A Ben. —— +38 
ap | ax zpt11ax 9 

zweien. ea‘ 
Pr iAx zart? 1Ax ’ 

ai Fi — __ plp+Yd(p+N (ax) 
ocP ] Ax FE acßt3 | Ax 


Werden die gefundenen Werthe, so wie sie angezeigt sind, eingeführt, so 
erhalten wir für die vorgelegte allgemeine Reihe folgenden allgemeinen 
Summenausdruck:: 


602. — ’ 


a ee ZZ ) 
ar Tax "(2 2a0p 7 eF2nae) 








DAX 








u 1 1 1 
. ps Eau (+2 a] 











1 p.AxX p(p-+1)(Ax)? 
22(0+2nanP I 2a 2nan rar ah 2nanptriar 
1 Pp:Ax p(p-+1)(ax)? 
v 2? „p1Ax + 93 gp+11Ax ” BY IE +... 


Diese Reihe führt zwar auf einen Summenausdruck, worin zwei Reihen 
von unendlicher Gestalt erscheinen. Nichts desto weniger ist er aber bei 
einer grolsen Glieder- Anzahl sehr brauchbar. Denn alsdann verschwin- 
den entweder die Glieder der ersten horizontalen Reihe, oder es genügen 
einige wenige zur genauen Darstellung des gesuchten Werthes. Dieselbe 
Bemerkung gilt auch von der zweiten Horizontalreihe, wenn anders x eine 
nicht ganz kleine Zahl, oder die Einheit selbst bedeutet. 


In allen Fällen sind aber die beiden vorliegenden Horizontalreihen 
von der Beschaffenheit, dafs sie convergiren, und gewähren noch den Vor- 


theil, dafs sich der Werth jedes spätern Gliedes leicht aus dem des vorher- 
1 


2° (+ 2nanyP 10% 





gehenden berechnen läfst. Ist z. B. der des ersten Gliedes 


bekaunt, so ist der des folgenden: 
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p-&X 1 p dx 


(ac Inan)"t ax 9a (2+2nAaa)P!°* 2(c-+(2n+p)Ax) 
Der des dritten ergiebt sich aus dem des zweiten durch folgende Gleichung: 


p(p+1l)(Aar)? Dunn p-&% (p+1)sr 
24 (0 +2nAaa) tr AT (a 2nany rar" Ilka 2a +p+1)a) 


u. 5. w. Eben so leiten sich auch die spätern Glieder der zweiten Hori- 














zontalreihe aus den unmittelbar vorhergehenden her. 


$. 140. 


Versuchen wir es nun, den Summenausdruck für den besondern 
Fall, welchen die königliche Akademie zu Kopenhagen zur Beantwor- 
tung vorgelegt hat, darzustellen, so wird dies leicht geschehen, wenn wir 
in (602.) =? setzen, Dann erhalten wir für eine Reihe von endlicher 
Glieder - Anzahl: 
1 














603. PETTET®S Fr ( ERTETPSIETG Para a. (c+2nA2)(c-+(2n+1)Ax) 
t fi 
= 50. la — pn ao] Se rn 
2Ax 
 sS(z+2nar).... cHRn+Dar) 
{ YA 2.3(8x)? 











nn u — nn nn nn 


T 4x (c+Ar) + Sx(c+ ce -t+2ar) + l6x(c-+ ax) (ae + 2A) (we +3Ar) Too 
Für eine Reihe von unendlicher Glieder- Anzahl, da die Glieder der er- 


sten Horizontalreihe verschwinden, erhalten wir: 


Be - EURER 





dei n i 2Ax > 
Ei DAX.& ETC WERUELF car) (ce +24) 2. 


Auch der Werth dieser Reihe lälst sich, wenn x eine richt zu kleine 





Zahl ist, sehr schnell bestimmen. Wird aber z=1, oder beginnt die 
teihe mit der Einheit, und wird auch Aar=1 gesetzt: dann convergirt 
die Reihe sehr langsam. Für diesen Fall wäre viele Mühe nöthig, um 
den Werth dieser Reihe zu bestimmen. Doch wollen wir auch bier ein 
Mittel zeigen, wie der Werth dieser Reihe für den genannten Fall ganz 


venau bestimmt werden kann. Die Reihe 


1 1 
(a +a0) r (+ 2a2)(c +3 a.) Te 








ist mit folgender Reihe: 
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1 fi 1 1 1 

=e- N a 
gleich bedeutend; was leicht dadurch erhellt, dafs man je zwei Nachbar- 
glieder in eines zusammenzieht. Diese Reihe ist aber ein specieller Fall 
von der in $. 79. No. 378. gegebenen. Wenn daher z=1 und ax —=1 


gesetzt wird, so erhalten wir: 
1 1 
605. 13 Frr rc 
1443-44. 
log. nat. ? = — 0,693147 ’158059945 . .. 
Diese Bemerkung setzt uns in den Stand, den Werth der Reihe für den 
Fall, wenn e=1 und ax =1 ist, bei jeder beliebigen endlichen oder 
ınendlichen Glieder- Anzahl zu bestimmen. Denn mittelst der Gleichung 
(605.) lälst sich der Werth der zweiten Horizontalreihe 


N 2 de 2 2 Bi 
Ar AR 16.1.2.3.4 
ganz genau geben. Ist nämlich die Zahl u Glieder unendlich, so wird 
der Werth der Reihe durch den hyperbolischen Logarithmen der Zahl ? 
bestimmt, und wir können dann letztere für erstere setzen. Zugleich 
verschwinden alle Glieder, die im Nenner eine unendliche Grölse haben, 








und wir erhalten aus (603.) 
log! = 13 raaa 1.2.3 te . at 
Bezeichnen wir diesen Werth durch C, so wird also: 
606. C = 0,6931471805 . . .. — 0,5000... 
— 0,19314718059945 ... ., 
und diesen Werth findet man auch durch die wirkliche Rechnung. Dem- 
nach erhalten wir also folgende Resultate für eine Reihe von endlicher 


Glieder - Anzahl, die von 1 beginnt: 
1 


1 1 
607. 13t35 1 Ponenan 
i 1 z 











— los, nat. 2 EN: u a RUE ‘ f TE Ze — f f ‘ 
o 2 (2n+-2) 4(2n-+1)(2n+?2) 8(2n+1) (2n-+-2) (2n-}4-3) 
Für eine Reihe von unendlicher Glieder- Anzahl aber wird: 
1 1 1 
608. 5 tagte tr = log. nat.?. 


Die Gleichung (602.) gilt für alle Fälle: ausgenommen dann, wenn 
e 


p=1l ist. Für den genannten Fall hat man den in $. 127. No. 555. ve- 
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fundenen Summenausdruck mit dem $. 79. No. 377. gegebenen unter den 
nöthigen Modificationen zu vereinigen, um die vorgelegte Frage zu lösen. 

Eine zweite Methode, den Summenausdruck der Reihe (602.) dar- 
zustellen, wird unten $. 147. folgen. 


$. 141. 


Wir theilen noch einige Darstellungen von Summenausdrücken für 
zusammengesetzte Reihen mit, die wir am füglichsten hier in einem Nach- 
trage zusammenstellen, da wir den Zusammenhang unserer Untersuchun- 
gen nicht unterbrechen wollten. 

Die Darstellung der Summenausdrücke für zusammengesetzte Rei- 

hen, die wir in der 6ten Abhandlung $. 111. u. ff. gegeben haben, beruhet 
mit auf den positiven Unterschieden der einfachen Functionen. Für dieje- 
nigen Fälle, wo die Unterschiede der Potenzialgrölsen nöthig werden, las- 
sen die dort gegebenen Darstellungen eine Umformung zu, die in man- 
chen Füllen auf sehr einfache Ausdrücke führt. Diese Umformung wird 
dadurch möglich, dals wir die Unterschiede der Potenzen auf die Sum- 
men der Verbindungen mit Wiederholungen, wie wir in unsern „For- 
schungen im Gebiete der Analysis $. 35. pag. 84 No. 74.” gezeigt 
haben, zurück führen können. Dort haben wir nachstehende allgemeine 
Gleichung gefunden: 
609. a yP=1.2.3...rSC (pr y,y+tax, y+2az,.... y+rasx)(axr). 
Das Zeichen SC’ zeigt die Summe der Producte an, welche entstehen, 
wenn aus den Elementen y, y+4x, Y+24x,....y-+rax zup—rEle- 
menten die Verbindungen mit Wiederholungen gebildet werden. 

Nach diesen Bemerkungen haben wir folgende, zur Einführung nö- 
thige specielle Fälle, wenn statt r allmählig die Werthe 1.2.3... gesetzt 


werden: 
syr= SC (p—1; y, ytsr)Aar, 
2yP = 12SC(p—?2;Yy, y+ıx%, Y+?2ar) (sw), 
Ay = 123SC’(p—3; Y Y+aR, .... Y-+3s8) (a), 
ayr = 123450 (p—4; Yy, ya, ....yt4az)(ar)), 


. . “ . . . . . . * ” . . . - “ . ’ [ 5 . . . 


Wird nun in den vorstehenden Gleichungen y = (ze -+nrsx) und daan y=xr 
sesetzt, und in die $. IJ1. u. fl. gegebenen Summenformeln eingeführt, 


so erhalten wir aus (492.) folgende Gleichung: 
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6li. r.a + (a t+AaxPa*tı.L,,,, +r + na) at?» 
ar 
= m ıl®@tRra2P a"tVar— ar] 


a*täx Ar 
— (adxX — 1)? [SC(p—1; c+nax, x+ (+1) Ar) am 
—5C' — Er »\ 
+ 1.2a*t?°# (An)? Sc J, . . N Fu ”* 4%)] 
(ad*— 1)? [ (r—}; xtnax,...c+(r + 2)ar) a&x 











1.2. 3axt3äx (an)? o Pin ac+2ae)] 
+ (adx_ 1° [SC’(»—3; a tnar, ....(ae+(n+3)a8) a”’* 
—SC(p—3; Eur: + 3Ar)] 


Aus (494.) erhalten wir: 
612, ra — (a tanPartt rt... + (enax)P aXrtrar 


x 
= 731 le +naa)P a"tVar LP] 


axtäxıx 


+ (ad? 41)? [SC(p»—1; + NnAX, c+ (n +1)ar) ardx 
74 ’ 
1.2art2Ar (Am) ap, — SC (p—1;2,0+4x)] 
(ad +1)? [SC (pr —2; a-+nax, as xc-+{n + Mar) andx 


>06 (2-9: 
1.2.3 axrt3Ax (An)? " SC (> 3 Kyeee + 24 x)] 
+ (adX 1) [SC (7 —)3; + NL, see. + (n -_ 3) Ar) arär 


— 50 (p—3;2,.. 2+3Ar)] 











Aus der Gleichung (495.) erhalten wir: 


613. rar — (cH+ Anc)P. a*tax E- Eu. —(r+ nazx)P aXt”x 


" 
= — een (ea + n& @)P. a” +)a* — gr] 


axtäxr,Ax 
sn (14 a&*)? [SC (p—1; c+nox, + (n +1)Aar)a"* 
1.2 axt?I3x (A ar)? —öC' (P —1 ; TC, c+ Ar)] 
+ (1-+-aA*)? [SC’(p —2; z-}+nas, .... a -+(n2)ax) g"'2 
1.2.3axt32x (Am)? SU pr... aH+2or)] 
2 ger, - [SC (p—3; xt nrax,.... a+(n+3)ax)a”* 
-— SC (p—3; fe x-+3ıAr)] 











Creile’s Journa! d. M, Bd. AVl. Hit. 2. 23 
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Aus (496.) erhalten wir: 
614. 


ar.a—(c-+ Ax)P.a*tAx + Di (x + NnAx)P, axrtrax 
a? 


pa [a +nazP.ater Le aa)] 





IX. ir [SC’ (p—1; x --(n—1) Jar, a --nax) a” tlA* 
+SC (p—1; &—2ıx0, —ıar)] 
+ ann [SC (p—2; + n—2)ax,.... c-Hnax) atlAx 
SO (pr; 2 — 30, .... 2 —ıx)| 
3; c+(n—3)ar, .... x -Pnax) a"tn&x 


+SC(p»—3; 








1.2.3 a* (A: x)” 
+ (1-+ aAr)* RER 


; x—4an,.... 2—ıar)] 
Aus (497.) erhalten wir: 
615. ar 


ar— (2 tıx@)PartöxL,, 


FR: \P „x+nAx 
.— (e-nax)Pa 


a [(x -+- NA x) a HNAr__ 7 


X—Ax)P] 


ra 80 (p—1; - r—1, 


)aX, 2-nax)a”tV'* 


Op—l; c— Nam, x—ıx)] 
— dr: @ nn [SC (?— act /n- 2 FE. _ . nA x) ati Ax 
- . 
— SC (pr; 2 — dar... x—ar)] 


Macht man von den hier gefundenen Formeln auf specielle Fälle Anwen- 
dung, so wird man auf einfachem und leichtem W ege zu denselben Dar- 
stellungen geführt, wie sie $. 114. mitgetheilt sind 


g. 142 


Auf dieselbe Art, wie im vorhergehenden $. geschehen, lassen sich 


die Summenausdrücke für Reihen, die aus Kreisfunctionen und Potenzial- 
grölsen zusammengesetzt sind, in andere umformen. 
ten wir: 


Aus (526.) erhal- 
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616. sine t+(e tar’ sin(e +a8)+....+ (a +nam) sin(e + nA) 
(2+(n +1) A@)” cos(c-+(n-+3)Ar) — ar eos(@ — Am) 
.. 2smz3AxX 
Hose [SC HD; at +12, a+n+Nsa)sin(e+n+1)a2) 
— SC’ (p—1; x, r+4r)sin a] 
12 (Ar v . ca M 
+; 7 er er [SC’(p—2; a+t{r+l)ar,.... at(n2+3)ar)cos(ac+(r+3)Ax) 
— SC(p—2;%, .... a +?ar)cos(c+3Ax)]| 
1.2.3 A) Y/ / UN . 25 
_ _ [SC (p—3; z+(n+1l)ar,..... a+(n+4)ax) sin (c+{n+?)Ax) 


24 (sın za, 
— SC(p—55 X, .... 2-+34r) sin (c+ &x)] 








Aus (528.) erhalten wir: 

617. A’ sne— (ce ts Vsinr (ae +a2)+.... ta +nae/Psin(e+nAar) 
(c+n +1) a2) sin (+ (n+ Pax) +arsin(@— =) 
200583 Ax 
+; ap [SC (p—1; + (n+1) ax, c+(n +?) ax) sin (ce +(n4+1)ar) 

+SC(p—1;x, 2 +4x)sin«] 
+ en [SC (p—2; x+ (n+1)ax, .... x+ (n+3) ax) sin (a+ (n+3) Ar) 
+SC (pr; #2, ....c+2ar)sin(e-+34r)] 


. . . . ® “ . . . ® . [) “ ” . . * BE . . * ® 








| 
+ 








Aus (530.) erhalten wir: 


618. a’’sine — (ati) sin(e+ar)+ .... + (art na) sin(ce+nar) 
(cn Aa)? sin (: x-+(n+-3) ax) tl — An)" sin(2—44Ax) 


_- 2cosiäA z3Ax 


AX — [SC' (>—1; ce +(n—1)ax, et nıae)sin(e na) 


2° (0053 = A.00)°® 











+ 


+SC(p—1; a —2axr, e—sr) sin(r—ıar)] 


REF OS (pr; a+ nV sR,.... a+nazx)sin(c+n—4)a@)] 


— i)3 . ‚1 Pen 5 
2 (v08zAX) 





FSCHkp—2; 2 —3a80, .... 2 —ır)sin(r—3Ar)] 


. » . - f} ® . ” . “ ® . . “ . 


Auf die in diesem und dem vorhergehenden $. mitgetheilten Summenglei- 
chungen wurde schon in den $.111., 112., 113. und 120. hingewiesen. 


Ganz auf dieselbe Art lassen sich die Summenausdrücke der Rei- 


hen, welche aus den Functionen des Cosinus und Potenzialgrölsen zusam- 
23” 
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mengesetzt, und die in $. 122. mitgetheilt sind, umformen,. Da sie nichts 
Neues bieten, so übergehen wir ihre Darstellung. 


$. 143. 

Wir theilen noch eine Gleichung mit, um Summenausdrücke für 
einfache Reihen, deren Glieder mit positiven Zeichen verbunden sind, mit- 
telst der positiven Unterschiede der Functionen aufzufinden. Wir gewin- 
nen sie dadurch, dafs wir in der Gleichung 130. $.26. statt . setzen, 
wodurch ensteht: 


. ; 1 
%, = X+2,x, 4,7850 I. er 
Vervielfachen wir diese Gleichung mit A=', und berücksichtigen, dals 
ER 27° 2 
ist, so gewinnen wir durch Umstellung des ersten Gliedes der rechten 
Seite auf die linke: 


X — Te A, m nA, era +eZIe- 2) a’X, +....t634”! „ 





da ferner nach (350.) 
IN —- N = N N ++... .+X_ 
ist, so führt die Vereinigung der beiden letzten Gleichungen zu folgender 
Summen - Gleichung: 
69. AN LHR+....+X. 


— nA, 7 1.2. AA, IE ci 1 2.3 A’ A . BE + & A» 


Diese Gleichung läfst sich sehr gut zur Summirung solcher Reihen ge- 
brauchen, worin die negativen Unterschiede der erzeugenden Functionen 
nicht auf kurze oder brauchbare Darstellungen führen, wohl aber die po- 





sitiven Unterschiede. 
Eine Anwendung dieser Gleichung machen wir auf die Summirung 


der Potenzenreihen. Zu dem Ende setzen wir A,=x’”’. Dann entsteht 
620. a + (ts Pre r2arP.... tla+R—1)aw)P 
” BR ,® E , 
= ner a + — - TC Dar ah... tantgp 





Die Unterschiede der Potenzialgrölsen führen bei grofsem p auf weit- 
läufige Entwicklungen. Führen wir, um dies zu verhüten, statt der Un- 
terschiede die Darstellung der Summen der Verbindungen mit Wiederho- 
lungen nach (609.) $. 144. ein, so erhalten wir: 
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621. tat tat + Hat aR) 
n(n—1) 


—n.ı’+ 73 SC(p—1; x, 2+ax) ax 








PEN) Mae: ZI SCHd(p 2; ;%, 2x +42, 2 +2ax) (ar) 











„RE IETI ep 3; 2, © +2... 2+3a0)(a2)° 
FR... ui. - RB ser (p—4; x, x +ar,...x2+4ır)(ax)* 


Diese Gleichung hat den Vortheil, dafs x und ax unabhängig von einan- 
der sind. Wird ax=1, so erhalten wir: 


622. ee era 








= nn. + I e— SC’p—l; 21) 
> atn-®) SC’(p--2; X, x+1,2 +?) 
ERETT 7? +3) 


» . E2 * . . .y 


und hieraus, wenn z—=1, ax= 1 und - 1 gesetzt wird, 
27 __n(n-1) 
1+2+3+..+n2=nr+ a ü 
?+- 24 3°+ +n— n(n—1)(n—2) 
— MR [ B } 
REITER ind 

















3 9 
1 
R° n(n—1) ainn (n—3) 
e 4 74 4 Er 2 n(ra—1)(n—2 
623. HH... +a=nr+1. 12. > 


A‘ gt Y nn 2 ER. ua 
































4 I 
P+F+3 +... 40-2431. 490.203 
+65. Moons. 29 235. nam. ZN nt 0 er ei 





usw 


Die Gleichung (619.) lälst auch Anwendungen auf die Summirung 
der Logarithmenreiheu, die im Wesentlichen schon $. #6. wmitgetheilt sind, 
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so wie auf Reihen, die durch Kreisfunctionen entstehen, zu, deren spe- 
cielle Darstellung wir aber nicht weiter mittheilen. 
Wie wir die Gleichung (130.) behandelt haben: so können wir auch 
die Gleichung (30.) $. 5. 
r Yu  . n .: . » 
5; — < A, ” ru 'X,+ ... .(—)"X, 
behandeln. Wird diese Gleichung mit (7! vervielfacht, so entsteht: 
re E nn Tu | “n 2—1 Een Ei A_1 xr 
eh, =g Tu Aut....() Tau)" Ass 
Wird der Ausdruck (—)"<"X, von der rechten u auf die linke ge- 
bracht, so entsteht: 


’ a —1 
RL EIN TR HT ER RR, 





Ist z ungerade, so wird 2—1 a und ei geht die vorstehende 


Gleichung in folgende über: 
(alla 


EA u ; n(n—1) a, u 
ET A p ARE. u PAR. 7 Er 





Da nun aber nach (351.) 

Fre KL m op, 
ist, so ziehen wir hieraus folgende Summengleichung für Reihen, deren 
Glieder mit abwechselnden Zeichen verbunden sind: 





u 
—1) ( — 9) n, n 
en n\X, am}, + in ON, —....+d “ 


Ist aber z eine gerade Zahl, so wird 2—1 ungerade, und dann erhalten 
wir durch Veränderung der Zeichen: 


a in En n(n—1) . n/n-—-1j(n— 
u a ° DAT p LO ER LR, K—eue—ml!X,, 


und hieraus, da nach (352.) 
LA L +. ne ei an PILZ 
626. ee X X, Pe: Et X, 


‚ __n{n—1), —1)(n—2) >» n- 
—nX%— 1» EX +- uw PORREEr An 


ist, 





Die Gleichungen (625.) und (626.) zeigen, wie der Summenausdruck für 
Reihen, deren Glieder mit abwechselnden Zeichen verbunden sind, aus 
den positiven Aufstufungen der erzeugenden Functionen gefunden werden. 

Die Gleichungen (619.), (625.) und (629.) lassen sich endlich auch 
zur Auffindung der Summenausdrücke zusammengesetzter Reihen gebrau- 
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chen, wenn man statt X eine zusammengesetzte Function setzt, und mit 
ihr die angezeigten Geschäfte vornimmt. 


$. 144. 
Die Ausführung der so eben gemachten Bemerkung wird uns einige 
weitere Darstellungen von Summengleichungen bieten. 
Die Gleichung (619.) erzeugt, wenn AY statt X gesetzt wird: 
ZEHEEIEL I. A, 
= „xy xy) + m IA(XV)H....tami(XY), 





woraus dann, wenn die entwickelte Darstellung aus (307.) statt der an- 
gezeigten positiven Unterschiede eingeführt wird, folgt: 


627. KYXHFNRLH... + NT 
r (n—1), m "a 7 
= nXY+-7,-(XaY+aX.Y,) 


"PBERE © SUCHER, u n _ as 
+ EIN ZEr HK An H+RX.V) 








* ” . . ® ” ® * “ . 


Setzen wir in (625.) und (626.) AY statt X und führen dann die entwickel- 
ten Darstellungen statt der angezeigten positiven Aufstufungen nach (280.) 
$.58. ein, so erhalten wir für eine Reihe von ungerader Gliederanzall: 


ee 
a n(n 
= ax ED ger ax. Y,) 


n(n—1)(n—2?2), 


4 173 AKEY—23XcCY+aA,TY, 


[ Zu Zu; 





für eine Reihe von gerader Gliederanzabl aber: 
629. A, # —X, 5, + X, Y, m u + —X_, RN 

PONOR. > n(n ne a ; \ 

— nXY—! 1 (X,CY—ıaX,.Y,) 





ed ce ER ds 
+ TE REI-HXET+EX.Y) 





° ° ” . E . . P) E32 » 2 . . 


Die Gleichungen (628.) und (629.) unterscheiden sich nur durch das letzte 
Glied im Summenausdrucke von einander, das in der einen positiv in der 
andern negativ wird. 
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$. 145. 

Wir theilen nun noch Summengleichungen für Reihen, deren Glie- 
der mit abwechselnden Zeichen verbunden sind, mit, die sich auf die po- 
sitiven Unterschiede der erzeugenden Functionen gründen, und benutzen 
hiezu die Idee, die wir schon oben $. 83. angegeben haben. 


Nach No. 351. $. 73. gilt für eine Reihe, deren Glieder mit ab- 
wechselnden Zeichen verbunden sind, und die eine ungerade Gliederanzahl 
haben, folgende Gleichung: 

KH + L,..+1, = CN u t+l'X,. 
Nach (352.) desselben $. ist für eine von gerader Gliederanzahl: 
AA tR,—A, tr... —XL,= — Aut +! Ay» 
Werden nun die negativen Aufstufungen der Functionen, die den Sum- 
menausdruck erzeugen, nach (342.) $. 71. entwickelt, so gewinnt man, 
wenn n=1 und Ä,,, statt A gesetzt wird, folgende Gleichung: 





- 


Ayn+ı A An. ax n+1 


y A,yı = 2 22 de i > 





wenn aber unter denselben Bedingungen für 2 die Function Ä unverän- 


dert bleibt: 
’ A 8X ,5#°X 
l — 
4 X,=-7—7 + ER 
Werden diese Werthe statt der Aufstufungen in obige Summengleichun- 
gen eingeführt, so gewinnen wir für eine Reihe von ungerader Glieder- 


anzahl folgende Summengleichung: 
630. A—X, + X,—X,....+X, 


Ani A Antı A? Anti x A 4 A? 4 
I — + 7 une ee 5 





9 32 H 73 > 2 09 8 R;% 
nz u = 


r- 








für eine Reihe von gerader Gliederanzahl aber: 


ss. LK. 
Anyı AN, +1 A? Xu X AX, A?X 
_ ip Wh... _ _ DEERE> © BE 


ie = ag ‘ 9 2 
on 23 — >» 23 





3 .e.. 
ı)“ 
As le 


Das letzte Glied der Summenreihe stimmt hinsichtlich des Zeigers mit den 
Gliedern der ersten Reihe im Summenausdrucke nicht überein. Zäblen 
wir, um diese Übereinstimmung herbeizuführen, in der ersten Gleichung 
X. ab, in der zweiten zu, und setzen zugleich 2—1 statt z2: so erhal- 
ten wir aus der zweiten für eine Reihe von ungerader Gliederanzahl fol- 


gende veränderte Summengleichung: 
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632. K-X FR —...—X, 
Z. AX, A» I. X 2 


ma 5) + tree =+5 00:3 





aus (630.) aber, für eine Reihe von gerader Gliederanzahl: 


6353. KK +R,—...—X, 
au X, X AX a>xX 


En DE men 
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Obschon in der fünften und siebenten Abhandlung im Wesentlichen 
die Summenausdrücke aller summirbaren Reihen, deren Glieder mit ab- 
wechselnden Zeichen verbunden sind, aufgefunden und dargestellt wurden, 
oder doch der Weg zu ihrer Auffindung und Darstellung angegeben ist, 
so glauben wir doch von den beiden hier gefundenen Summengleichungen 
einige Anwendungen machen zu dürfen, da sie uns auf neue Summenaus- 
drücke führen, die wir am füglichsten hier zusammenstellen werden. 


Wir wenden vorerst die beiden Gleichungen auf Summirung der 
Potenzenreihen an, und setzen zu dem Ende X=r’. Hiernach entsteht 
aus (632.) für eine Potenzenreihe von ungerader Gliederanzahl: 


634. a’ — (re ts0)V Hat 2a —....t+(aet+nae)P 

















__ (e-FnAaa)” Aatndae) _ At(lc--nax)? 

= 775724027 tin. 
ar Axcr A:aP 
02 — 32 [u 33 ang 


und für eine Reihe von gerader Gliederanzahl, aus (633.): 


635. (ts Hat 2a) —....—(et+nae)P 
(e+nar)" Por AactnAan)” + A? (etnae)” 











Y 92 23 
ap Ar A® cp 
u er — a Sr a + .... 
2 BE 2: 


Stellen wir nur die angezeigten Unterschiede durch die Summenausdrücke 
der Verbindungen mit Wiederholungen nach (610.) $. 141. dar, so wird 
aus (634.): 


Crelte's Jownal d. M. BA. XVI. Hfl 2. 24 
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636. r— (ae tı38 + aa —....+(Xc nam)? 
EN (p—1; c—HnAx, tn Ham), 


92 











9 SC (p—2; e+nax, ce+(n +1), nethDn,, n 
ax) 























—— 1.2 53 
11.2.3 SC’ (p—3; in anti Ba fe sc he. 
1234 SC(p—4, c-nAx, = MR: c-H-(n +H4x) (Ay 
Br SC Aa. =, oc 
+ 9 ' +: x 
| „SC(p—2; x, ER c+248),, 
— .. 33 Sr) u TE 


Aus (635.) gewinnen wir für eine Reihe von gerader Gliederanzahl: 


637. AP (ers +ar2aeP —....— (e+nax) 














(eprAaP  SC(p—1; ana, x--(n+1)Ar) 
= — - ch ehe = u 
2438 ip}; EEE 
—_1.23 ‚SC (p—3; a-+tna. u c-+(n+ 3)Aar) (an)? 


. . . . “ * E > . . [ ” . . . 


acP no" Ai 7 FE 


+ > ern 


D—2; S,oo.s: c+24Ax), 


5C' 
Me A Wi Ba rn. > A 
— 1.2 3 I, =... 


Die hier stehenden Gleichungen gelten für jeden Werth von x und ax; 
denn beide sind in ihrer Beziehung zu einander ganz unabhängig. Neh- 
men wir nun den einfachsten Fall an, und setzen =0 und Ar=1, so 
verkürzen sich die beiden Reihen um das erste Glied; die Reihe von ei- 
ner ungeraden Gliederanzahl geht in die von einer geraden, und umgekehrt, 
über; die Summenausdrücke redueiren sich bedeutend, und die Reihen sind 
die Potenzenreihen der natürlichen Zahlen, mit abwechselnden Zeichen. 

Der Zeichenwechsel ist bei dieser Veränderung wohl beibehalten, 
aber das erste Glied hat nun das negative Zeiehen. Um die ursprüng- 
liche Ordnung wieder herbeizuführen, verwandeln wir alle Zeichen der 
Gleichungen in die entgegengesetzten, und es entsteht aus (637.) für eine 
Reihe von ungerader Gliederanzahl folgende Darstellung 
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n?’  SC’(p-1;n,n+1) Pr 2, n, nt. Be SC (p-3; n,....n+3) 
=+4>+t 22 —1.2 DE + 1.2.3 Tg — un 
SC’ (p—1; 1) SC’ (p— 2; 1, 2) SC’ (p—3; 1,2, 3) 
+ 92 141.2 93 + 1.2.3 24 — 0000, 
für eine Reihe von gerader Gliederanzahl: 
639. en irn 
n” SC (p-1;n,n+1) SC’(p-2; n, n+1, n+2) SC (p-3;n,.....n+3) 
a Ya 22 +1. - Se ee 98 +... 
SC’ {p—1; 1) „SC (p—2;1,2) sc (P—3; u 2 
nn er ; 1.2 33 +12 23 94 P- 


Für einige specielle Fälle entnehmen wir folgende Zusammenstellung, und 
zwar für Reihen von ungerader Gliederanzahl: 


— 
— PL IELL... +0 


-_— 
nz 


n BE 
Be E 


n 


3 
DPI Pen 




















.q _aln | 
an (n+1)) "In+1 
u. aa  \n+2] 
Y— +3? —4'+....4+n' 
 .; . n n. na er Ber Te | n 5 
u 4 n.n (nHi) 4 jr (n+1)| rl | 4 
a (nat) a: E 
\u 8 w. Rat YR+D (?+2/Rr+2) int3| 








Eben so erhalten wir für Reihen von gerader Gliederanzahl folgende Zu- 
sammenstellung: 





641. 
‚JRR, VE. a 


n * 


, 


Aa 





u. 8. W, 


I 
4 


ee 
92_ | 22 7? 9 n? . 
— + 3 —4 +... on ms a; Ye 4 +4 
” u 
33 NM n? n.n N 
- PH P4.. = nt I 





#4... —n? 


(2-1) | 











nn rn 
n. nn 
N 





(a+1/n+1) 
a4 an +1)n+1) 


R+laR+ND)  Ir+1) 
Mi 1 n. nn |_;3| nn + 
a+n "| » a4 |: 








(n+2Xn+2) 











in+3 
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$. 147. 

Eben so läfst sich mittelst der Gleichungen (632.) und (633.) eine 
Anwendung auf Summirung der Reihen, die durch Nennerfaeultäten erzeugt 
werden, und deren Glieder durch abwechselnde Zeichen verbunden sind, 
machen, und die hier um so eher ihre Stelle finden mögen, da ihre Sum- 
mirung im Frühern noch nicht ausführlich mitgetheilt, und im $. 139. 
nur berührt wurde, 

Zu dem Ende setzen wir Kee-ig. Hiernach erhalten wir aus 


(632.) für eine Reihe von ungerader Gliederanzahl folgende formelle Dar- 


stellung : 





1 5 Eu 1 R% 1 1 
ap 1 A (2 +Aa0)” ax (ceH+2 Aa? 1A se (ee + nam)” Ar 














i 1 . 1 
+34 —;4 +. ... 


u 2(c+H-nAax) (e-t-nan)P Ir » (e+naw)P!°* 


1 1 
a 1,2 
I) c” | AXxX “+ A „cr | AX + 3 A „P | AX + au 


ne 


und für eine Reihe von gerader Gliederanzahl folgende: 




















1 1 » 1 l 
cr | Ax (ec A = | Ax (ac +2 A ac)” | Ax 4 (c+n A ac)” | Ax 
— (— 1 Trräk Z. . 1 - + 54° ! 1x u...» 
2(c+nax) (e+nAax)" (en Az)! ö 
1 wi 1 | 
u ut Be = a Se BER 
no: pP TAX 4 © PIAR rr4 „Pia er 
Die positiven Unterschiede der Nennerfacultäten, deren Darstellung die 
aus 


Summenausdrücke der vorliegenden Reihe verlangt, entnehmen sich 
der Gleichung des $. 30., wenn dort y=x=-+nraxr und daun y=r ge- 


setzt wird. Hiernach entsteht: 


























" E22 p.Ax 
(c-tnAaaPı°* (et naa)Ptriıax 9 
A? au p(p+M(ax)° 
(et na) _ (atnanyPr?1ar? 
e — _PPHNRHDAR)? 
(en ap! 9” (e-tnanyPrt1ax 5 
at - — 2EtDE+NEP+3) an 


et naa) (at naa ft 
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und 
ä l- __P&ax 
=; rP Fax rP+i AxI 


a p(p+l(ar)? 


ap+?2 | Ax ’ 


[er 
| 
I 
| 
| 
l 





ep! AN 
»_l_—_ _rle4V(p 4a): 
IE Fe zpt31ax 9 
wu nn Pre. (p+3)(Ax)? 
ar a Te pH Ax y 


. a . . . . 5 ® 7 = . . 


Die Einführung der vorstehenden Werthe erzeugt folgende Summenglei- 
chungen, und zwar für eine Reihe von ungerader Gliederanzahl: 
642. BER, ZRREREER E ’ TI TE | Ax 
an’ (e--Ax) (2e-- 24x) (e+nas 
Ber J un par p(p+1) (40)? 
” (a +nax)" ui 4(c4n& acyPr ax S(c+ nAn)Pt? dei 
(p-+1) (4x)* 
































1 pAaxX P 
 gaplar 1 Io na 2 +23 
für eine Reihe von gerader Gliederanzabl folgende: 
1 1 














EEUSTIES 


1 1 
613. ——— — —— 
. | A% (et A)? | AX + (c+ J Ar)” | Ax 


/ 

















BERG IIR pe? 1 Be \ pAx Far _p(p-HN ar)? M 
(ct nas)” ar 22(c+nAaayPr'1a® 93 (z-tnanppt?1ax . 

Fun OR Br? p(p-t1)(Ax)? 
YxplAx + 92 „p+11ax 4 DERTZZIEN: En TB 


Obgleich die Reihen des Summenausdrucks unendlich sind, so lassen sie 
sich dennoch zur Auffindung desselben sehr gut gebrauchen, wenn p und 
x gvolse Zahlen bedeuten, weil dann die Reihen selbst sehr stark conver- 


giren, und einige Anfangsglieder hinreichen, um den Werth des Summen- 


ausdruckes erschöpfend darzustellen. Ist die Summenreihe selbst unend- 


lich grols, so giebt die zweite Reihe den Summenausdruck an. 
Berücksichtigen wir nun, dafs je zwei Nachbarglieder in der Sum- 
menreihe (643.) in der vorstehenden Ordnung unter folgender allgemei- 


nen Form enthalten sind: 


1 1 = Ar 











(+ ran)? |2* Er (e+(r+1)a@P !°* u (z-+ rar |Ax 9 
wenn r eine gerade Zahl bedeutet, und führen diese Darstellung statt je 
zweier Nachbarglieder in die vorstehende Reihe (643.) ein, während wir 
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bemerken, dafs dann die Gliederanzahl der Reihe auf die Hälfte 5 herab- 


° n . 
sinkt, und setzen daan— =#: so wird n=?2%k, und es entsteht folgende 
Darstellung: 











BL & Ar ax As 
r' Fa (ct a8)” +1] 4x (c+2ı2 Pr? | Ax + ac SE 37 + (+2 Kan) * IAx 
gan ua ZEE in _ 4; Sur. wa N pp +V)(a re)? 
— Y(y IkAam) | AX 2°(c+ I)KAa gyptıTar 93 REOIYYRT- IT Sean 


1 p&Ax p(p+l)(ax)? 
"2; Ax Ei pre e + 93 „p+? Ireı u 


Setzen wir hierin »y—1, statt » und messen mit Ax, so erhalten wir fol- 








ende merkwürdige Reihe, mit ihrem Summenausdrucke: 




















1 { 1 1 
644. a = 14 ge .... 
7 r (A 2A, u + (a-4aa Pa + (et 2a)" 
1 Be 1 (p—1)p(&A ac)? 
ante 2kaz)? | ax * 2° (cc: 2% Anyp IA + (x e+2% An)pttlax 2 BERN 
’ N ed dee. pas ) (p—1 )p! (p+1) (Aa)? 
| p-11ax + 3; Tue ee: 33 cr+llax +25 24 gP#?18% rer 


. A = 


Diese Gleichung giebt eine zweite FREE Summirungsweise für die 
Reihe, welche die königliche Akademie zu Kopenhagen zum Gegen- 
stande einer Preisaufgabe gemacht hat, und auf die wir oben $. 140. ver- 
wiesen haben. Man erkennt, dals die vorliegende Reihe für alle Werthe 
von x, ax und p gilt, ausgenommen für den Fall, wenn y=1 und z=0 
ist. Ist a=1. so mufs die Summe der vorgelegten Reihe auf die oben 
$. 140. angeführte Weise gefunden werden. 

Die Verschiedenheit des No. 602. aufgefundenen Summenausdruckes 
von dem hier mitgetheilten füllt zu deutlich in die Augen, als dals es sie 
besonders hervor zu heben nöthig wäre. 

$. 148. 

Endlich theilen wir noch eine Summengleichung für Logarithmen- 
Reihen, deren Glieder mit abwechselnden Zeichen verbunden sind, mit. 
Wir gewinnen sie, wenn in (632.) X =logx gesetzt wird. Dann ent- 
steht für eine Reihe von ungerader Gliederanzahl: 


645. logx — log(e +4) +log(e + 238) —....+logetnar) 
los (a 4 nAÄg ) Alorf vr nA) A? log (.C En n A) 
u % En 2 “ 2 a er .eeoo 
loer x Aloe ac A? loe vr 





A een m kase.. A + be Eee PAAR: . 
N 9 )2 23 zu: 


_ . 
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für eine Reihe von gerader Glieder- Anzahl aber aus (633.): 


646. loge — log tax) +loge + rar) —....— log(e na) 
a loe(e+nAax) Alogs(e-+nıar) 6 At log 'ctnAr) 
5) _ 


rn ) 22 ET SON 


23 
& lo2.r A log x A? loxa 
> a _ + 
Ist 2 und x eine nicht sehr kleine Zahl, so convergiren die Unterschiede 
der Logarithmen, wie wir $. 36. gesehen haben, sehr schnell, und dann 
reichen oft einige Anfangsglieder des Summenausdruckes hin, um den 




















SE 


Werth der Summe erschöpfend darzustellen. 

Die (632.) und (633.) aufgestellten Summengleichungen lassen sich 
auch auf Kreisfunctionen anwenden. Eben so lassen sie sich auch be- 
nutzen, um zusammengesetzte Reihen, deren Glieder mit abwechselnden 
Zeichen verbunden sind, mittelst der positiven Unterschiede der einfachen 


Functionen zu summiren. 
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j 15. 
Uber die @aufsischen Formeln zur näherungsweisen 
Berechnung eines bestimmten Tntegrals. 
(Vom Herrn Professor Dr. Schellbach zu Berlin.) 





$. 1. 
/4 
ur Berechnung des bestimmten Integrals 


va+b 
/ Fx.0x 


mögen 7 Werthe der Function Fx beliebig gewählt werden können, z.B. 
F(a+ab), F(a+Pb), Flatyb), .... Fla-tvb) 
Diese Werthe multiplieiren wir entsprechend mit 4, B, C, .... N, und 
bilden die Summe 
AF(a + a0) + BF@+PD+CF@H U) 4 2... + N Flat ob) 
in welcher die 22 Grölsen @, ß, Y »...v und 4, BD, C,.... N so be- 
stimmt werden sollen, dafs die Differenz 
= ST Fr.2x—2b[ AF(a+ab) +BF(a+ßb) +CH atyb) +... IVF(a+vb)] 
so klein als möglich wird. Diese Differenz lüfst sich immer in eine con- 
vergente Reihe nach steigenden Potenzen von 5 entwickeln, da die Grenzen 
der Integration beliebig klein angenommen werden können; denn weitere 
Grenzen lassen sieh durch stück weises Integriren auf engere zurückbringen. 
Nach dem Maclaurinschen va E 
|" Fx02 = 20(Fa+ et te), 
1.2.3° da? 1.2.3.4.3 dJa* 
folglich, wenn man auch die vorgelegte Summe nach diesem Satze ent- 


wickelt, sie von der Entwicklung des Integrals abzieht und den Rest durch 
2 dividirt, 











— b(i— A— B— C—...— N)Fa, 
| F 

age EC +adA+ PBBHLYCH...+ v N 

b3 ’ PN . 02 Fa 
+ 13 ——uwÄA—[ b—y Deinen EN) 

1 ( +A+RBHYCH..... +V Arme 

n$ . o*Fa 





T 53,4 PB YC— e.V N) - 
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Da diese Reihe convergent ist, so wird der Fehler A um so geringer sein, 
je mehre von den ersten Gliedern der Entwicklung verschwinden. Man 
kann nun die 2 ersten Potenzen von 5 dadurch vernichten ‚„ dals man 
ihre Coeffieienten gleich Null setzt; auf diese Weise erhält man zwischen 
den 2n Unbekaunten 4, B,C,.... N und a, P, Yy :...v folvende 
2n Gleichungen: 

1 er Br ea 

= aA+ PBB-H-YCH....+vN, 
ı = PA+HRBHYCH..H+YN, 


.— 


VD=wW4+HPBHYCH..+VN, 
= ad+| a k 


0 mg?” 144ß: a AB Anpn ıc L.. Be y” 
Der noch bleibende Fehler ist 
PRBEIE. mer ( ; Zar) a u N. na A Hs 
3.4.9....27 Int dar 3.45... 2n 1 0 at R 
wo wir uns, der Kürze wegen, des Summenzeichens bedient haben, des- 


sen Kraft sich auf die Elemente & und 4 erstreckt. 








2 
Die Elimination der Größen «a, ß, % »... v aus den obigen Glei- 
chungen kann auf verschiedene Weise geschehen; wir schlagen dazu fol- 
senden Weg ein. Es sei 


(1) = px" +9" +ra”Hti... 


© [1 


Dann ist, wenn 72 eine positive ganze Zahl, kleiner als 2, bedeutet, 





Ir la Nor = ge a (@’ ar, 
sobald nach der Differenziation für x die Grenzwerthe gesetzt werden. 
Für <= 1 ist aber ein solcher Differenzialquotient immer Null, da er noch 
den Factor 2 —1 enthält; und für 0 ist er auch Null, wenn rz und 
m entweder beide gerade oder beide ungerade sind. Führt man die Inte- 


gration wirklich aus, so ergiebt sich also, dals in diesen Fällen: 











pP q r Pr 
n+-mF}i r u EI +..=0. 
Multiplicirt man nun die 2+ 1ste der obigen In Gleichungen mit p, die 


n— ste mit g, die n— Ste mit r u,.s. w., und addirt dann alle so ver- 
Crelle's Journal d. M. Bd. XVl. Hit. 2. 25 
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wandelten Gleichungen, so ergiebt sich links Null und rechts 2 ’—1)". 


Verfährt man auf gleiche Weise mit den Gleichungen (2-+?), (r), (—?), :...5 
ferner mit (2 +3), (r-+1), (a—1), ...., und schreitet so fort, bis man 
endlich die Operation mit der letzten Gleichung beginnt, so bereitet man 
sich folgende z Gleichungen : 


( o—1)", Om nr 








1), 0= 











and u" _ (1), 


aus denen die Elimination jeden der z Ditferenzialquotienten 


0" = j n 0, 


0" r Yrı o” (22 \n 2 
oa" (0 —1)", EN 1)", EP 1)", 2»... Erit 1)" 


gleich Null ergeben muls; wie leicht in die Augen fällt. Dieses Resultat 
zeigt, dals @, ß, % »».. v die 2 Wurzeln der Gleichung 


r 


Be 
re ke 
sind, welche, wenn x” von seinem Factor befreit wird, diese Gestalt animmt: 
se n(n-1)\(n-2)(n-3)2”"*  n(n-I)n-2)(n-3)(n-4)(n-5) "6 
° 7 Tlan-1)2  1.2(2n-1)(2n-3)22  1.2.3(2n-1)(2R-3)(2R-5) 23 
. 3 


Wie aus den 2 ersten Gleichungen in $. 1. die Grüfßsen A, B, C, ... 


“ 








el). 


... [N bestimmt werden, ist bekannt; z. B. zeigt es auf eine einfache 


Weise Cauchy in seiner algebraischen Analysis. Bezeichnet man die lin- 


ken Seiten dieser Gleichungen 1, 0, 3, 0, 2... entsprechend durch %,, 


ki; kn, Äay o.c., So findet man z.B. 
(k— P)(k —y)(k —0)....(k—v) 


a (@ — PB) 10 — 7) ( (a —Öö)....(e—v)? 











wenn nämlich die Multiplicationen im Zähler wirklich ausgeführt und au 
die Stelle der Exponenten von & die Tu” a gesetzt wer- 





An 
den. Bezeichnet man 2 (x’— 1)” durch ®x und LFI durch Dx, und 
das Setzen von z=& in diesem eeieniänien: A D’a, so über- 
sieht man bald, dals sich die Werthe von 4, B, C, „.... N in dieser Form 


N lassen: 


A= S,P«2a, B=,— FUARUCEI (=; 








3 & 





— 4 
..,.. fee 
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wo unter den Integrationszeichen aber die Integrationsbuchstaben nicht 
verwechselt werden dürfen, was in andern Fällen erlaubt ist. 
Die Berechnung dieser Grölsen läflst sich nach Gau[s noch etwas 


vereinfachen. Es ist nämlich 


/ ven D—l£: 
/. a0 ” SI. 


für z=u; denn die Differenz y—Px as den Factor y—x, also 
nur positive Potenzen von x, und Px wird für z=« zu Null, wodurch 


dann bei der Division ®y nur den Factor y—« verliert. Ferner ist 


Ipy—yx 
F. ze x oy 
1 y 1 P 
Be 7) 3y— pr) —ı-/ -9y+0Pxlog mn. 


—_—1/—%T 
Multiplicirt man also ®x mit log en ,‚ oder mit 2(e" +3 2° +3x2°+....), 


so werden in diesem Producte alle Potenzen von x mit negativen Expo- 
nen‘en durch dieselben Potenzen dieser Grölse in dem Integral FR $ T — oy 
-1 Y — 
aufgehoben, da auf der linken Seite der letzten Gleichung x nur mit po- 
sitiven Exponenten erscheinen kann; behält man daher von diesem Pro- 
ducte nur die Potenzen von x mit positiven Exponenten bei, und setzt 
daun für x nach einander a, ß, % -.+. v, so findet man die Zühler der 
Coefficienten 4, B, C,.... N. Dals bei diesen Coefficienten der erste 
dem letzten, der zweite dem vorletzten u. s. w. gleich sein muls, ergiebt 
sich einfach aus dem ersten Werthe für A in $. l., wenn man +5 mit 


— b vertauscht. 
Berlin, im Juli 1836. 
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16. 
De labularum funetionum hyperbolicarum construclione. 





Ci. Gudermanni disqnisitionibns satis apparet, functionum hyperbolicarum usum ad theoriam 
funetionum elliptiearum alıasque analyseos partes non solum esse utilem, sed etiam saepius ne- 
cessariam, maxime quum Junetiones trigonometrieae formulas analyticas imaginarias praebeant, 
atqne evolutiones logarıtımicae ant series minime convergentes evitari debeanfur. At revera in- 
terralinm elliptiearam et secundae et terliae speciei sienti ipsarum funcetionam evolntiones, pro- 
gredientes seenodum funetiones byperbolicas maxime convergunt (cf. dissertationem Il. Guder- 
manni diar. Tom, 14, ). Ut autem applieatio hojus funetionum generis utilitatem in votis habitam 
proferre possit, computari debent tabulae, ex quibus valores functionum ipsarum aut earum lo- 
garithmorum eligi possiut. Quarum maximam partem tabularım edidit jamiam ante aliquot an- 
norum Cl, Gudermannus, qnas invenis Impressas fine ejus operis praestantissimi sub titulo: 
„‚ Theorie der Potenzial- oder cyklisch-hyperbolischen Functionen. Berlin, bei Reimer. 
Haecce tabulae continent sinuum, cosinuum tangentiumgne hyperbolicarum logarithmos 
ompium arenum, qui limitem nnmeri 2 excedunt. Praeterea operis supra commemorati anctor 
compntavit fabulam Sunetionis, quae transgressum ab uno funetionum potentialium genere ad al- 
terum et vice versa forma reali possibilem facit, et quam eonliguratione &y designat, ita ut sit: 
!p = lgtang(in-3p). 
Quamquam hoc modo valores functionum byperbolicarum tabulis trigonometricis possunt inveniri, ta- 
men mihi videtur ntilins ob erebrietatem applicationis usom functionis &p semper evitare et primam 
yuoque partem fabularum funetionam hyperbolicarom computare, ut habeamus tabulas completas 
functionum, quae fanfam ntilitatem analysi et praeeipue theoriae functionum ellipticarom adferunt. 
(uamobrem suscepi opus, quod minus obleetationem seientiae dat, sed eo magis utilitati erit. 
Putavi vero utile seeundum sententiam Cl. Gudermanni initio bujus partis tabularum 
mutationenm Jacere, qua interpolatio facilior redeatnr. Namque notum est, ordinnm superiorum 
diiierentias in tabulis trigonometricis prima parte majores esse, quam ut necessariam interpo- 
handi commoditatem permittant, quod primo adspeetn satis apparet, KBandem incommoditäten 
obvianı venit construendis tabulis logarithmo-byperbolieis. @uamohrem non functionum loga- 
ritbmos sed funetiones ipsas computavi, Areu minore quam numerus 0,5, qua in tabula tum 
perlaciliter ioterpolari potest, quod inerementa funetionum ipsarum proportionales fere sunt in- 
erement:s arcuım, sel non Ita earum logaritbmorum. Namque progressu 0,0001 est differentia 
tertine ordinis mwiuor qnam 0,0000 0000001, et hanc ob causam usque ad nonam decimalen 
salis acenrate interpolari potest. Quae mutalio utilis quoque esset tabulis trigonomefricis, et vi- 
detur mirum, anctores non esse uSos hac proprietate, quo facto amplitudo tabularım valde esset 
minuta. Quod autem aa tabulam funetionis &Y pertinet, illa semper usui calenli integralis 
muliom proderit, quamquam erit superllua ad inveniendas functionum hyperbolicarum valores, 
simulae finem perduxi operis, quod suscepi epinione, eo analysi, quae hodie ad summam coliu- 
vae eradum pervenit, maltum utilitatis afferri. 


Datum Berolini d. #4, Majı 1836. 
Jordann stud. math, 
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16. 
Sur le magnetisme terrestre. 


(Par Mr, Simonoff, professenr a l’universit@ imperiale de Kasan.) 





Les ph@nomenes que presente une aiguille aimantee successivement trans- 
portee en differens lieux du globe terrestre sont devenues un objet prin- 
cipal d’occupation pour plusieurs Physiciens. Dejü on a recueilli un grand 
nombre d’observations importantes sur la direction et sur l'intensite des for- 
ces magnetiques de la terre, et on a determine avec une exactitude suf- 
fisante les trois el&mens d’observations presque sur tous les points remar- 
quables de la surface habitee de la terre. Ces trois el&mens sont la de- 
clinaison de laiguille aimantee, son inclinaison et lintensitd. On peut dire 
avec assurance que la partie pratique de cette branche de la Physique est 
complete. Les instrumens perfectionnes dans les derniers tems nous don- 
nent les deux premiers el&mens avec la precision d’une minute, et par les 
methodes de Borda et de Poisson on determine avec une grande exacti- 
tude les rapports des intensites des forces magnetiques de la terre en diffe- 
rens lieux. Avec de tels moyens pratiques Mrs. Humboldt et Gay-Lussaec, 
Parry et Sabine, Hansteen et Erman, Duperey et Blosseville ont fait 
un grand nombre d’observations precieuses qui pourront servir pour tou- 
jours comme des donndes pour toutes les recherches futures sur les lois de 
l’action magnetique de notre globe. Les navigateurs ont determine la 
configuration bizarre de la ligne ou l'inclinaison magndtique est nulle, et 
ils ont trouv& que cette ligne, quon nomme ordinairement l’equateur 
magnötique, a plusieurs inflexions dans la partie du globe ou elle passe 
dans l’Oc&an Atlantique, sur la cöte occidentale de l’Ame£rique, et surtout 
pres des iles Carolines. 

Quant ä la theorie de cette partie de !a Physique, elle est en- 
core tres loins de la perfection. On ne connait qu’une seule formule qui 
donne la loi de liinclinaison magnetique Z de Yaiguille dans des endroits 
peu eloignes de l’&quateur, quand on connait la latitude magnetique A. 
Cette formule decouverte par Mr. Bowditch est 

tang/ = ?2tangA. 
Crelle's Journal d. M. Bd. XVI. Hit. 3. 26 
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Mr. Biot a donne dans son Traite de Physique une autre formule 
qu’il exprime ainsi: 
tang(/ +) = —;——; 
3 


mais il est facile de voir que la formule de Biot est tout-ä-fait identique 
avec celle de Bowditch. 


La theorie de Mr. Biot est fondee sur !’hypothese qu’au centre de la 
terre il y ait un aimant tres-petit, ou ce qui revient au meme, deux cen- 
tres magnetiques infiniment voisins, Yun boreal et l’autre austral, dont les 
actions s’exercent sur tous les points de la surface du globe selons les lois 
ordinaires des forces magnetiques, c’est-ä-dire en raison inverse du carre 
de la distance. La difference des inelinaisons, calculdes d’apres les formu- 
les pr&c@dentes avec les inclinaisons observ@es en Europe, montent quel- 
ques fois jusqu’ü 6 degres; mais dans l’Asie orientale ces formules donnent 
des r&sultats tout-ü-fait diflerens des observations: c'est une preuve &vi- 
dente de l’insuffisance de l’hypothese de deux centres d’action. Mr. Biot 
a dejü remarqu@ la m&me chose, et il a reconnu qu’un seul aimant, place 
au centre de la terre, ne peut pas satisfaire aux phenome£nes. Ne pou- 
vant done adopter cette idee simple, il a cherche@ de s’en @carter le moins 
possible, et puisqu'il a trouv@ qu’elle represente assez bien les observa- 
tions faites en Europe (c’est-ü-dire jusqu’ü 5° pres) et dans I’Ocdan At- 
lantique, il a essaye d’y faire une modification telle qu’elle soit peu sensible 
dans cette partie du globe, et quelle le devienne beaucoup dans la partie 
opposde ou l’equateur magnetique Eprouve tout-A-coup son inflexion. C'est 
ä quoi l’on parviendra, selon lui, en plagaut pres de ce point un second 
aimant excentrique, dont on peut determiuer la position et l’Energie rela- 
tive, de maniere ü satisfaire aux observations. Or, dit-il, en eflectuant ce 
calcul on trouve qu’il suffit de donner ü cet aimant une tres petite force, 
pour faire disparaitre les anomalies qui ont lieu de ce cote du globe et 
pour accorder les faibles inclinaisons observees dans la partie australe de 
la mer du sud avec les grandes inclinaisons qui ont lieu dans le nor. de 
l’Amerique. En repartissant ainsi quelques autres centres secondaires dans 
les points du globe , ou les irregularites des declinaisons semblent les plus 
bizarres, il est vraisemblable, dit-il, qu’on finirait par les representer tou- 
tes avec exactitude, aussi bien que les inclinaisons et les intensitds. C'est 
ainsi que, dans le systöme du monde le mouvement principal, produit par 
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action du soleil est modifie par les perturbations que les petites masses 
des planetes produisent. 

D’un autre cot@ Mr. Biot fait une question: T’action magnetique 
centrale est-elle reellement produite par un noyau magnetique renferme 
dans linterieur du globe terrestre, ou n’est-elle que la resultante princi- 
pale de toutes les particules magnetiques disseminces dans sa substance? 
Dans ce cas les centres secondaires seraient determines par quelques at- 
tractions locales devenues pr@ponderantes. Cette idee parait ötre la plus 
conforme a la nature, dont les forces agissent presque par-tout d’une ma- 
niere tout -ü-fait analogue. 

Pour resoudre Ja question proposce par Mr. Biot, je suppose, pour 
plus de generalite, que dans linterieur de la terre se trouve un aimant de 
figure spherique dont le rayon soit r‘. Cet aimant peut ätre considere 
comme un assemblage d’un iofiniment grand nombre d’aiguilles ou de bar- 
res aimantees infiniment petites et s@parees par des espaces insensibles et 
inaccessibles au magnetisme. Pour abreger, je nomme element magne- 
tique chacune de ces barres @lementaires dans lesquelles les deux flui- 
des — bordal et austral — doivent Ötre separes, et je suppose que 
les axes maguetiques de ces El&mens ont pris des direetions paralleles 
entre eux. 

Rapportons maintenant tous les points de la sphere terrestre et de 
laimant spherique, qui se trouve dans l’int@rieur de la terre, ü trois plans 
des coordonndes rectangulaires dont le plan des x et des y est perpendi- 
culaire aux directions des barres magnetiques &lementaires. Supposons 
enfin que lorigine des coordonnees est au centre de l’aimant spherique et 


‘ sont les coordonnees du pöle austral d’un el&ment magne- 


que x’, y, 3 
tique queleonque et x’, y', z+ 7? les coordonndes de son pöle bordal, ou 
p represente la distance de ces pöles: c’est une quantitd infiniment petite 
et constante, de sorte qu’on peut faire p= dz‘. Dans ce cas le petit 
paralldlepipede dx'.dy'. dz’, qui represente un el&ment de la sphere aiman- 
tee peut etre considere en m&me tems comme un petit faisceau des ajguil- 
les el&mentaires, dont les deux pöles agissent repulsivement sur le pöle 
de la m&me nomination et attractivement sur le pöle de la nomination 
contraire de l’aiguille aimantee librement suspendue dans un lieu quelcon- 


que, dont la position sur la surface de la terre soit determinee par les 


coordonnees x, Y, 3 


26° 
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Coulomb et d’autres Physieciens prouvent par des experiences que 
l’action reciproque de deux aiguilles d&ecroit comme le carre de la distance 
et que le pouvoir attraetif et repulsif des deux Auides — bordal et austral — 
est rigoureusement @gal. Donc l’ensemble des deux actions qu’exercent les 
deux pöles da faisceau El&mentaire dx’.dy’.dz' sur chacun des pöles de 
l’aiguille de Ja boussole peut ötre exprim& ainsi: 

udx'.dy'.dz’ uda'.dy’.dz' 

2’ + Pre) (er? +E—r—p®? 
et les trois composantes de ces actions dirigees vers l’origine des coordon- 
ndes, parallälement aux axes des x, des y, des z seront 























ule—a)da.dy.d u(lce— a) dat.dy'.dz’ 
En FR) 
ea + ta [ea Hr + pP 
u(y—y')da'.dy'.dz‘ uly—y’)dat.dy’.dz’ 
er Tara ı9 
Ke—-ay Hy r’ re) 2 [ee Hrr N +e—r—pT 
u(z—z/)da’.dy’.d:z‘ u(lz— z’—p)da’.dy’.dz’ 





ı | 39 
[e-+H +! et +HHr + PT 
ou bien, puisque p est une quantit@ infiniment petite et constante, ces 

expressions seront 











up df (a — a’) da’.dy’.d:’ | 
Eee) Hy) +c— 2) 
u (y—r’)da’.dy’.dz’ 
up dz’ f /\2 ‚\2 ‚\2 | 
le — a)’ + rs)’ +2 — 2’) 





d 
KPaz 





u (z—:’)da’.dy'. dz' 
error 

Si l’on designe par 4, D, C les trois composantes suivant les axes 
des x, des y, des z de l'action magnetique totale que toute la sphere 
terrestre exerce sur lVaiguille placce sur sa surface dans le lieu d’observa- 
tion x, y, z et si l’on fait 


= we) + £ —) E +62), 


A= Ay er _—.— WERE 
d Zr) 
B= „I = a 


on aura 











, 3 
C= "pie = RER 
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Toutes les integrales triples doivent ötre @tendues ü la masse entiere de 
la sphere aimantee. En effectuant cette integration par rapport, ä 3’ de- 
puss 2=—Z jusqu’üa z= +Z, nous aurons 


(2x) da’. dy’ (e—a')dx.dy’ 
d=pu — pu 
wer (,—r')’+ (ı— z):]% Un —y!)? + (z+Z)?]? ’ 




















\e—r’)’+(y 
—ı dad (y—y')da’.dy' 
Du pu HD — ty ——— 
N [e—x‘)?+(y--y')’+@—Z)?]’ ss: 
Z)dx'.dy’ (z+Z)dx.dy’ 
C=pu 
mean ne u + )®+ (+27 


Or lintegration precedente &tant a jusqu’ü la surface de la sphere 
magnetique, x, y, Z seront les coordonndes du point d’intersection de cette 
surface avec la coordonnee z. On peut les remplacer par les coordonndes 
polaires, r’, 0, W, ou 9 est l’angle que le rayon r’, mene au poiut x, yZ; 
fait avec l’axe des z, et % l’angle compris entre le plan de ces deux droi- 
tes avec le plan des x et des z. Le produit dx’. dy’ est la projection sur 
le plan des x et des y d’un el&ment de la surface de la sphere aimantee: 
l’aire de cet @el&ment sera r‘sind.d9.d, son inclinaison sur le plan des 
x et des y sera l’angle 9: il en resulte 
dx’.dy' = r’ cosd.sind.dd.dıL. 

On aura en m@me tems 

Z=r'cosf, x’ —=r'sind.cosW, y'=r'siod.sin /, 

Chacune des integrales doubles dans les expressions de 4, B, C 
s’etendra ä tous les El&mens de la demi-surface spherique de l’aimant in- 
t@rieur dont le rayon est r’; donc apres la substitution des coordonndes po- 
laires, les limites de ces integrales seront $ = 0 ee v=0, d=!r et 
$)=?r. Mais nous pourrons rCunir les integrales de deux expressions 
de 4, B, C en une seule dont les limites seront I = 0, ee Y=0,)=r 


et 9 = ?7, et ayant fait n 
r=«"+y +7, 


ou r est le rayon du globe terrestre, nous aurons 








el (x — r' sind cosw)eosd sind.dd.dw 
RE II. [r?+r’? — 2r'z e0sd— 2r'x sind cosı — 2r’y sin O sin w]? 
(v—r’siuudsiow)cosd.sind.dd.dvy 
B= „pr "LE: fr +r'?— 2r'zc00s0 — ?r‘ ac sind cos — 2r'y ss sio w]? 





- — r' cos 0 ,cos0.sind.d0.Ow A 
= r —— 
h ei SA: [r? +1’? — 2r'z cos0 — 2r'x sind cosıyp — 2r’y sind sin yr]? 


Ai 
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et si lon fait 





er cosd. sin d.dd.dw 

u 4 J. [r? +7? —2r'z cosd— 2r’x sinO cosw — 2r’y sind sin w]? 
on aura 

A= —upr"” (22), = —upr' (2) C=—upr" (2). 

Maintenant il ne nous reste qu’a intezrer Vexpression de v; mais 
cette integration sera beaucoup plus facile si l’on fait y=0, cest-A-dire 
si l’on suppose que le plan des x et des z passe par le lieu d’observation. 
Dans ce cas on aura D=0 et 


A= —upr” 2), C=—upr” (2). 


= / 7 ec0s0.sind.dd.dıy 
r®+-r'" — 2r’zc0os0 —?2r’x sin cos vw] 


ou si Von fait Ir y% 





zZ ı X 
r ” 


=/ ER cosd0.sud.dO.dw 
1 —ac0s0 — bsin 6 eos w]? » 


oO 





Hal 


et ayant developpe la derniere expression de v en serie, nous aurons 


nu IR c0sd sind. dO . dw FR — 1 
Ts D«# [$) 

1. 

+, 


[A’— Ik? (arosO+b sind cosw)+3h(la cosd+b sind cosıp)?— (a cos0+b sind cosw) 3] 


k— 0050 — b sınd vosw) 
3 
mil * — 2klavosß+bsind cosw) +{acos® +b sind cos)? ] 


wg 


Te 
PS 


| 


tn. 


> 
ir 
5 ...o eic f f 
L'integrale de cette serie se trouvera aisement si l’on sait integrer lex- 
pression 


/ f (a c0s5-+ 6 sind cos/)” cosd.sind.dd.dL., 
Eu designant cette expression par () et ayant remarque les @quations 


/  cosit'9,sin”d.d9—=0, A cos, dv = 


\ e 


nons aurons d’abord 





In = a 
o=/ fi cosHh.sınd. dO.dW Far cos” a”? b? cos"? 6 sin? 9 cos? w 





. (n-2n-3) \ 
ee - a"tb* cos"-+9 sin? costw +... . ete.} 
330 dar ia 





et puis il y aura )=0, sin est un nombre pair: il ne nous reste donc 
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[4 . 
quer les equations 


er 0 et dd 2m.2(m—1).. Ze 2 
J cos" d. sin 4 SF+T.@:+3).. re ad Gf2mri 


et 











21 Pe SWOER, YERER ı 
F: cos‘ ı. dy — > 4 %i ‚ih, 


.„...... nv 


d’ou Von tire, i z=%g-+1, 
Li & N 2 
I cost! d,.s0nd.dd — 














“oo 2q9+3°’ 
r 9.08 2 2 
ıne?29 ua En ) 
Fi cos’7d . sin’d.d = 3,Ff1° 
v7 L 2 
os’ 7V9.8in’d.dd = 
Fi; cos d.sin’d.d4 ZEeker ser) 
u 2.4 
‚080-2 Q.gin? na | 
/ cos d.sin’d.d9 303° QaFD)@g -1)@g- 3) 
eic. 
et | 
F cos’b.db = 4.27, 
pa 1.3 
Voosty.dy = 54.27, 
2” 1.3.5 
/ cos": ‚dı == 3.4.6" 7 
Pan. u 1.3.5. 7 
8 9 
cos dy) = - ‚IT 
Fi Yydy 2.4.6.8 


etc., 
ce qui etant substitu& dans lexpression de Q, on aura 





















































4m 2 2\9 
Ve +b°)', 
et par consequent \ 
I 5 1.3.5.7 
4a 1 1 1.9 E3 3.5 3 N rn : pr 
er ( =. 0 u 1 u + 376 N 2.4.6.8 1 v ) 
2 5 135.7 43.2 BEE. Aa ah. 
1 (3% Fer iasttz 0143-00 hen. 
5 7 3 .. u 
(a?+b?)? EZ... 9 2.68 5... Be — / 6 oo. I 10 1 seen k* 
” 7 (it 2.4. 1125 2.4..16' 1.2...5 + ) 
(a? +52)? 13.13 1315 872, ı 13.017 06,110 1 
er TE rt 216 1.27 DEE ED 200 Adern 7 


/ 


2 
' ruht ar! )=# ww 
Mais nous avons suppose a = ?4 ni b=2%k Zr k: ce qui etant 


. 4 
substitu& daus la serie precedente, nous aurons 
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7 41357 4 


wi 1 1.32 x 1.3.5 















































r: AR Zu 3413 +34 1° 3 023468 ' 1° 3 1 
FW... 2?2k 1.3....7 4.3.2 2? x? ı13..9 1. Pr 
246 5 2 La» 5 2.0 123° 5 Pa 
1.3 9: 2029 1 3..11 65.2 295 
+72: Tate 
1.3.13 B. k? 
Tan ° ur ch u 
‚las comme en general 
Base (dg+H1) 292g 1.3... 49 -D a r* (29—1)(29—2) 1.3... (dg—3) 277 
Au 2(2g+1) 29+3 1 2.8.0000 4g 2grl 2 DrweTE 1)" 21 
__ 2g—2)(29—3) 2a 4) 1.3... (dg—5) 2296 a g+t 1.3.2941) 1 __ 0 
1.2.3 2.4. 2(29—2)29—3 1 Eee us 
on aura 
u An.r.z 
A pr&sent nous trouverons sans aucune difhiculte 
ER „(dv\ _ 4n.upr’zx 
ll Bu oe (2) en p 
i dv\ __ 4n.upr'’z° __4n.upr‘° 
17 2210 EZ Tr 
d’ou l’on aura 
ER x.z 
CE z—jr 


Il r&sulte de la derniere Equation que le rapport de A et de C est 
ind@pendant du demi-diametre de la sphere magn£tique qui se trouve dans 
linterieur de la terre. 

Supposons maintenant que la sphere du noyau magnetique qui se 
trouve dans linterieur de la terre soit concentrique avec le globe ter- 
restre: dans ce cas le plan des coordonndees x et y deviendra le plan de 
l’©quateur magnetique, et sil’on designe par A la latitude magnetique on 
aura alors 

=rsinA, z=rcosi 
et par consdquent 
A __ sink.cosi 





CT salz‘ 
Designons enfin par 7 linclinaison de laiguille aimantde et par Z son in- 
tensit@, nous aurons 
A = Fsin(10 —I—ı) = +Fsiwn(/+Y), 


C = Fcos(10—I—XN) = —Foos(/-+X) 
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ef par consequent 


taug(/ +) = Per 


sin A. cosA sin IA 
simA—E TT csdi— rR 








ou bien 
tang ] = ?2tangA. 

L’equation penultieme est celle que Mr. Biot a trouvde, ayaut sup- 
pose qu’au centre de la terre il y a un aimant tres-petit ou deux cen- 
tres d’action magnetique infiniment voisins. Mais comme le caleul pr&ce- 
dent montre que Z est independant du demi-diametre de la sphere magnd- 
tique qui se trouve au milieu de la terre, pouryu quelle soit concentri- 
que avec le globe terrestre, on peut conclure que, dans ce cas, l'inclinai- 
son magnctique est toujours la m@me et qu’elle provienne de l’action d’un 
noyau magnetique, renferme dans Vinterieur de la terre, ou de l’action de 
toutes les particules magnetiques dissemindes dans sa substance. 


Avril 1836. 


nt 


Crelle's Journal d. M. Bil. XVI. Hit, 3 2 
















18. Kummer, Summirung langsam convergirender Reihen. 


18. 


Eine neue Methode, die numerischen Summen langsam 


convergirender Reihen zu berechnen. 
(Vom Herrn Dr, phil. E. E. Kummer zu Lieguitz.) 





In einer Abhandlung Bd. 13. pag. 171 dieses Journals habe ich einige 
Sätze erwiesen, welche für die Convergenz oder Divergenz einer jeden 
unendlichen Reihe, in welcher, von einem bestimmten Gliede an, alle fol- 
genden positiv sind, ein allgemeingültiges Criterium enthalten. Ich habe 
daselbst pay. 181 bemerkt, dals die willkürliche Funetion, welche in dem 
ersten und zweiten Satze vorkommt, ein leichtes Mittel an die Hand giebt, 
um zwei Grenzen zu finden, in denen die Summe aller Glieder einer sol- 
chen Reihe, welche auf ein bestimmtes Glied folgen, enthalten sein mus, 
und ;ch habe dies a. a. O. allgemein und an einigen Beispielen gezeigt, 
Hierauf habe ich eine Methode gegründet, die numerischen Summen sehr 
langsam convergirender Reihen mit Leichtigkeit zu finden, indem ich nur 
eine geringe Anzahl der ersten Glieder der Reihe wirklich summire, den 
Werth aller übrigen aber in zwei Grenzen einschliefse, welche -ich so nahe 
als möglich zusammen bringe. Diese Methode will ich jetzt, unabhängig 


von den Resultaten jener Abhandlung, kürzlich auseinandersetzen. 


t 2 3 5 
Wenn die Reihe + 4-+4-+....+4+ .... in inf. zu summi- 


ren ist, in welcher alle Glider positiv sein sollen, so kommt es darauf an, zwei 
i+ı k+2 Ay 
Grenzen zu finden, in denen die Summe der Reihe + 4-+4-+... ininf. 


enthalten sein mufs. Zu diesem Zwecke nehme ich eine willkürliche 


K 
Function n des Stellenzeigers #, welche ich jedoch so weit bestimme, dals 
rk 
md nur positive Werthe haben, und, wenn k in’s Unendliche wächst, 


sich der Grenze O in’s Unendliche nähern soll, und dals der Ausdruck 
kk 


A +1 ‚ R . o.. . 
Tr — n, den ich kurz durch f(#) bezeichne, positiv sein, und, wenn & 
A 


ins Unendliche wächst, sich der Grenze 1 in’s Unendliche nähern soll, 
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u i+1 
Dieses vorausgesetzt folgt aus der Gleichung A = f(k): 
p- 
k k+1 k+1 
mA—mA = f(k). z 
k+i k+t X+2%+2 
mA—mA= fk+1). 4 
k+2 k+2 k+3k+3 
mA—mA = f(k+?2). x 


etc. etc. 
Durch Addition aller dieser Gleichungen, bis in’s Unendliche, erhält man: 
k k k+1 k+2 k+3 
2. ma=fh), ASK). AHSK+NY.AL+.... in inf.; 


k+n k+» 
denn ein Glied — ı A, welches dem Theile links vom Gleichheitszeichen 


noch hinzuzufügen wäre, verschwindet, weil vorausgesetzt worden ist, es 
7. 
soll 2 4= 0 sein, für =». Die Gleichung (2.) durch f(k) dividirt, giebt: 


k k 
mA _ , ficH1) 77, /a2) 4° 
J(k) ee Sa) 1... IK) tn 


Es ist oben bestimmt worden, die Function f(A) solle positiv sein und für 
k—= x die Grenze 1 erreichen: ich bestimme nun weiter, es solle k so 





a 


erols angenommen werden, dais von dem Werthe A —=% bis = die 
Funetion f(k) entweder nur wachse oder nur abnehme (kein Maximum 
oder Minimum mehr habe). Im ersten Falle, wo f(k), fortwährend wach- 


send, sich der Einheit nühert, hat man 


SW<h SA+ND<h FEHND<Lb .... te. 


und 
fc+1) fc +2) f%+3) 
Fk) . Ik) in, SM) Dei un. 
und deshalb geben die Gleichungen (2. und 3.): 
k k +1 k+2 +3 


mA<At+AtAt.... in inf., 
. 4 HI 42 kp en 
Za>Ärt- A+4-+.... ininf. 
Im anderen Falle, wo /(k), fortwährend abnehmend, sich der Grenze I 
nähert, hat man 
fmD>1i, Saä+N)>1, fSA+D>I, etc, 


gay, ed, MEI <ı, ee; 


.: u J(k) ’ Sk) 


für diesen Fall also geben die Gleichungen (2. und 3.): 
4% 
/ 
u 
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Hi Ar 43 


SELL... in inf., 


z 4 k+1 k+?2 k+3 


FR) A EU in inf. 
Es ist also unter ‚den angegebenen Voraussetzungen (dals die Glieder der 


Reihe Bid . in inf. alle positiv sind, dafs ferner mA positiv 
ist und für =» verschwindet, und dafs der Ausdruck f(k) von dem 
Werthe A =% bis &=x positiv ist, und entweder nur zunehmend oder 
nur abnehmend sich der Grenze 1 nähert, wenn & in’s Unendliche wächst) 
die Summe aller Glieder, welche auf das 4“ Glied folgen, stets in den bei- 
den Grenzen eingeschlossen: ee 
mA 
FR)" 
Aus meiner erwähnten Abhandlung über die Convergenz geht her- 


k;k % 
4. mA und 





k 

vor, dals es, sobald die Reihe, deren allgemeines Glied 4 ist, wirklich 
k 

convergirt, stets eine unendliche Anzahl verschiedener Functionen 7 giebt, 


welche den gesetzten Bedingungen genügen. Um nun aber durch die bei- 
den Grenzen eine möglichst genaue Bestimmung des wahren Werthes zu 


haben, muls man für 2 eine Function wählen, welche bewirkt, dafs diese 
Grenzen so nahe als möglich zusammenfallen, und dies wird dann der 
Fall sein, wenn /(#) der Einheit aufserordentlich nahe kommt. 


Es soll nun für eine sehr oft vorkommende, und sehr umfassende 
k 
Gattung sehr langsam convergirender Reihen eine passende Function z 
bestimmt werden, und zwar für alle diejenigen, in welchen der Quotient 
zweier aufeinander folgender Glieder sieh immer mehr der Einheit nähert, 
je grölser der Stellenzeiger # wird, und bei denen dieser Quotient sich 
nach ganzen fallenden Potenzen von Ä entwickeln läüfst, so dafs 
Ä 
. A Ur Vz V; v, 
Je mel, tretretrer 


Ich gebe der Function m folgende Form eines rationalen Bruches: 





. ö 
kr > ‚2 .... 


nn = 


"— b, rl +- b, Kr? 5 ... .+bn ’ 
welcher in folgende recurrirende Reihe entwickelt werden mag: 


? 
A 


a 
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Aus den Entwickelungen (5.) und (7.) bildet man leicht folgende Ent- 
KK 
k+i 
wickelung für f(k) = 33 — m: 
A 
8 f = ce (vy—1) 


+ (c, vit+en)- 

+( (9 +1)+ cı ten) 

+ (su +9) + (9 —1) +09; + cv,) 2 

+ (6043) +, —3)+ (u ++ av + eV.) 


++ +4 —9)+ 5m ++) + ev; + en) 
+ .... etc. 
Das Gesetz, nach welchem diese Entwickelung fortschreitet, ist klar; denn 
die darin vorkommenden Zahlen sind die Binomialcoefficienten, mit ab- 
wechselnden Vorzeichen. Da fürri=x, f(k)=1 sein soll, so mulfs 


e(v,—1) = 1 genommen werden. Aulser ce sind nun aber, in der bei (6.) 
k 
angenommenen Form des m, 2r--1 willkürliche Constanten enthalten, 


welche so bestimmt werden sollen, dals dadurch die Co£@fficienten von 


> ns ... bis ini in der Entwickelung des f(#) verschwinden: dafs 
also folgende Gleichungen Statt haben: 
1l=c(w—1l), 
0= om, tem, 
= cv +l)+enmn+er;; 
g = cv 9) +, m —h)+cv;Fev;, 
O == 


c,(w +3)+ (172. —3) +0(v +1) +c,v,+cv,;, 


: 2n(2n —1 
= ht ET) +... tere 


Alsdann hat f(k) folgende Form der Entwickelung: 
Sa) lt satant: 
woraus man ersieht, dafs, wenn # und z2 nur einigermalsen grols ange» 


nommen werden, f(k) der Einheit sehr nahe kommt, und folglich die 
beiden Grenzen bei (4.) sehr nahe zusammenfallen. Weil nun oben ge- 


setzt worden ist: 
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a,k"!ta,k"?-4....-ta, ee Mi e, 

k"—t-b, kraib,kK"24....+b, — k + r %3 + ....g 
so erhält man, indem man mit dem Nenner multiplieirt und die gleichen 
Potenzen von & mit einander vergleicht, folgende Gleichungen: 


0, EB £u, 
0, = + ob, 
10. EIER + 0b, 


a„ = a h a til n—1 9 


rt Combi On br +...+05; 
O= Cn43 F On42bdı + 641 62 +... + 632, 5 
11. OR ERNEST. RER ” 


\ ei EUR u n ® 
k 


Um nun m: zu finden, bestimmt man zuerst die Ir +? Größen c, c,, 
Cyy «.++ Conti, durch die bekannten v,, v,, v,, etc. aus den Gleichungen 
bei (9.). Die gefundenen Werthe dieser Quantitäten substituirt man in 
den n Gleichungen bei (11.) und bestimmt aus diesen die Grölsen d,, b,, 
b„; alsdann erhält man aus den Gleichungen (10.) unmittelbar 


DO; ..o.% 


k 

auch @,, @, Q@y ©... @,e Nachdem so die Function 72 der Gleichung (6.) 
k k 

- mA 


vollständig bestimmt ist, berechnet man /(k), und sodann 2.4 und —— CK 


k+1 k+2 43 
die beiden Grenzen der Reihe 4+4+4-+.... in inf. Auf eben so viele 


Decimalstellen, als diese beiden Grenzen mit einander übereinstimmen, hat 
man den wahren Werth dieser Reihe genau, und wenn man hiezu noch 


die auf gewöhnlichem Wege gefundene Summe der ersten X Glieder ad- 


3 4 
dirt, so hat man die Summe der Reihe EEE OT SON in inf. 


Wir wollen nun diese Methode auf die Summation einiger Reihen 


anwenden: 
Beispiel 1. Die Summe folgender Reihe zu berechnen: 


1 1 1 1 u ze 
KLeilrs tritt: ın inf, 


In diesem Falle st {= —. , also 


ii 
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k 
A 3 3 1 
| meltgtete 
und folglich 
v3, v3, v1, VZEV= Um... =0 


Für diese Werthe der v,, v,, v;, etc. erhält man aus den Gleichungen (10.): 


c=;3, (=: = F45 3=(, Te i F s=0, 
Get He), Heid HF), Hei =) 


Aus diesen Werthen erhält man ferner durch die Gleichungen bei (12.), 


wenn 2= 5 angenommen wird: 
b,=0, b=4, b55=0, b=7, b=0, 
und hieraus endlich, durch die Gleichungen (11.): 
a=3; o=(, 0, = 13; 4,=0, re BE 
Substituirt man nun diese Werthe in der Form des ni bei (6.), so wird: 


& k 1 30%*+ +110x?-+ 36 
ee ai Eee 
2 2 7 7120%°+480%° 4264 
Nimmt man nun = 10, so berechnet man leicht: 


10 il 


m —= 4,52491 74854 037238 ... +35 m = 5,02266 517306974 ....5 


und hieraus 





f(10) = 1,00000 00000 0261... +5 


ferner 
10 10 


10 10 : 
m A = 0,00452 49174 85403 73 2... , a0, — 0,00452 49174835391 N...., 
welches die beiden Grenzen sind, in welchen die Summe der Reihe 
1 1 1 Rp 
mrstmrt--- ın inf. 
enthalten ist. Addirt man hiezu noch die Summe der ersten zehn Glieder : 


+ ats tt gr = 1,19753 19856 793 8... -, 





so erhält man die Summe der Reihe: 

R < 1,20205 69031 59596 98 ....,; Zt > 1,20205 69031 59585 16 ». ++, 
so dafs nach dieser Methode, indem wir nur die ersten zehn Glieder wirk- 
lich durch Addition summirt haben, der wahre Werth der Reihe bis zur 
vierzehnten Decimalstelle genau gefunden worden ist. Übrigens läfst sich 
zeigen, dals man, nach der gewöhnlichen Art zu summiren, um dieselbe 
Genauigkeit zu erreichen, mehr als Zehn Millionen Glieder der Reihe sum- 


miren mülste. 
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Beispiel 2. Es Mi folgende uncndliche Reihe zu summiren: 
s <a E25 1.3.5.7 33 a. 
1+ (5) (53) +( 3. 7) + 5) + in inf. 
Das A“ Glied dieser u ist : 
k u 
= ( 1.6... >) 





2, My 
folglich 
F 
A 29% \? 3 6 
a 
alsc 
\ 6 10 15 21 28 
D, = > D =7; U; 533 2; Ja > v= 7; v7 
D.C 
am 579 7 — 98 ) 


in der Form des n, Gleichung (6.), nehme ich, weil dies eine grofse Ge- 
nauigkeit geben wird, 2=3; ich erhalte alsdann aus den Gleichungen (9.): 





=ı, = —l, 9=}, 6-75 Ge 6=0; 
nei „__—i 
713.160? Ta 


Hieraus durch die Gleichungen (11.): 
= —i; b,=73 


43 
und endlich aus den Gleichungen bei (10.): 





a=3; =— 75; 01545; 
so dals für diesen Fall ist: 
k 208 k? — 312% 213 
ae u 2 1040 k? — 2340 k? + 2430% — 945 ‘ 
Nimmt man wieder = 10, so findet man durch leichte Rechnung: 
15 11 
m = 18,02157 45971 26....+, m = 20,01947 798064 35 20205 
f(10) = 1,00000000190 ....,5 | 
1) 10 17 





mA = 0,11497 881583 ...., 0,11497 881561 ... 


(10) . 

Addirt man hiezu noch die Summe der ersten zehn Glieder, welche 

1,27822 51138 68.... ist, so erhält man die Summe der Reihe y: 
v<1,39320 39297 0....,5  Y>1,39320 39294 8.. 

also 


y = 1,33% 39296 ....; 


wo höchstens die letzte Stelle um zwei Einheiten unrichtig sein kann. 
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Ich bemerke hier, dals die Reihe y durch folgendes bestimmte 
Integral ausgedrückt werden kann: 


-&// _dxdy 

Y ei ° o/o Vil—a*)VY(l—y*)V 1—x?y?)? 

und dieses bestimmte Integral wieder durch ell’ptische Transcendenten, 
so dals 





4 Y \\9 
y=-;((v9). 


rı? 


Der Zahlenwerth des y nach dieser Formel berechnet, stimmt genau mit 
dem obigen überein. 


Man kann diese Methode der Summation noch aus einem anderen 


Gesichtspuncte auffassen, nämlich, wenn man von der Form eines ratio- 
k 
nalen Bruches, welche der Function 2 gegeben worden ist, ganz absieht, 


und nur die Form der Reihenentwickelung, Gleichung (7.), berücksichtigt. 
Betrachtet man nämlich die Gleichungen (9.) als Recursionsformeln, und 
denkt man sich dieselben bis in’s Unendliche fortgesetzt, und die Gröfsen 
€, € ©, €, bis in’s Unendliche daraus bestimmt, so ist für jeden Werth 
des k, f(k)=1, also fallen für jeden Werth des # die beiden Grenzen 


- 2.2 
md und 7 zusammen, und man hat 
(12 A(ck+e +2 22 ) Fr N 
7 i j2 1? EFT j ” rt 
wenn N 
meltrttarit. 
2 Ä 
und 
1= c(w—l), 
= (vd, tcevV;, 
0= „mw +1l)+ 0,1» +ev,, 
0= cv -Y)+ eo —1)+erv,+cv,;, 
0= c,(w +3) + sn —3) to; Fi) Feov,-Fev;, 
0= cv +Yy+ ulm —6)+ sv; ++, — 1) +cvV;+ev,, 


etc. etc. 


Dies ist eine neue, ziemlich allgemeine Summationsformel, und zwar un- 
ter allen wohl diejenige, welche durch am meisten elementare Methoden 
Crelle's Journal d. M. Bd. XV. Hit. 3. 28 
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hergeleitet werden kann. Sie hat auch einige Vorzüge vor der gewöhnlichen, 
welche für den gegenwärtigen Zweck wie folgt dargestellt werden kann: 
+ 2 kp 


13. A+A4A+1-+....in inf. 
1 2 k 


k 
n ü . B dA B d’A 
— d iki—1i rn . [} RD. 
/ 1. 2 4 .:E ER +172347 dk? 














... 


| 
wBb=!:, b=,„,, etc. die Bernoullischen Zahlen sind. Diese Formel 


vy 
J 


kann in vielen Fällen ebenfalls dazu angewendet werden, die numeri- 
schen Summen sehr langsam convergirender Reihen zu berechnen; wenn 


A 


aber 4 eine unentwickelbare Function ist, wie in dem obisen zweiten 
3 be) 





Beispiele, so haben Integrale und Diflerenzialquotienten derselben an sich 


k 
keinen Sinn. Nur in dem Falle, wo 4= —., stimmen die beiden Sum- 


„m > 


mationsformeln (12.) und (13.) vollständig mit einander überein, 


Liegnitz, den 10. November 1834. 











iv 
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19. Bruun, einiges von Kegelschnitten 


19. 


Einiges von Kegelschnitten. 
(Vom Herra Prof. Bruun zu Odessa. ) 





1. Biehrsatz. Ein Punct P, dessen Coordinaten 5, 7 sind, liegt inner- 
halb oder aufserhalb der Parabel 
l. y’+?2Bbxsy+Px+2Dy+2Exr = 0, 

je nachdem A"+2Bgh+B’g’+2Dh+2Eg <o ist. 

Beweis. Die Gleichung (1.) lälst sich immer, ohne den Anfangs- 
punct der Coordinaten zu verändern, auf die Form 

Ry°+ 12 =0 

bringen; wo, wenn « der Coordinatenwinkel des alten Achsensystems ist und 
ß und ‘ die Winkel bedeuten, unter denen die neuen Achsen die alte Ab- 


> . sin fo} SIT Y 
scissenachse schneiden, und wenn man —— — - =m und ———— —=m 
sın (@ — ß) sın(@—y) 
setzt, folgende Bedingungsgleichungen Statt finden: 
E I 200 
nn m — D . IN — — , 


und 
R=(m'—m)Y}so(a—y); 7=2D(m—m’)sin(&—£) sin « ist. 
Sind nun die Coordinaten des Punctes P in Beziehung auf das neue 


Achsensystem g‘, 7’, so liegt der Punet P innerhalb oder aufserhalb der 


Parabel, je nachdem 
Rh” Tg‘ >0 ist. 


Es lassen sich aber die neuen Coordinaten £’, Ah‘ durch die alten 
2, h bestimmen: namentlich ist 


(k— mg) sın«& (h — m’g) sın & 








= 


—  (m'— m) sn (@— 7) und Hin 


(m — m’) sin (@— f) 
Setzen wir nun für R, Z, A”, g' ihre Werthe, so kommt 
Rh’=(#"+2Bgh+gB)sned@ und 7Tg=2%Dh+Eg)sina: 
also liegt P innerhalb oder aufserhalb der Parabel, je nachdem 
W+2Bgh+ Be? +2Dh +2E5S 0 ist. 


Anwendung. In einer Ebene sind fünf Puncte O0, M, N, P, O 
gegeben, von welchen keine drei in einer Geraden liegen: die Art des Ke- 
28 * 
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gelschnitts zu bestimmen, welcher durch die fünf Puncte beschrieben wer- 
den kann. 
Es sei y„" +2Bxy+Cx’+2Dy-+-2Ex+F die allgemeine Glei- 
chung eines Kegelschnitts. Die Coordinaten des Punctes seien O=0), 0; 
des Punctes M = a, 0; des Punctes N = 0, b; des Punctes P=g,h*); 
des Puuctes O= g', h. 
Alsdann erhält man, als Gleichungen der zwei durch O, M, N, P 
gehenden Parabeln: 
der einen Y”’+-2B’xzy+B”’x—by—B’ax=0, 
der anderen ERTEEREWETEB N TWBEENU == 0, 


2Db4 2 .—b R 
wenn B’ und b” die Wurzeln der Gleichung B’+ —— u. u. Kr MR 0 sind. 


>“, 189 


Es liegt der fünfte Punct Q innerhalb oder aufserhalb der ersten 
Parabel, je nachdem 


h?®-$2B'g'h‘ + B" gs "—bh’—B*ag' nn 0, 
oder 








j DB'n — bh « 
5 [g’— 0] 2° Be Ere s’[s Re | S 0 


g’—a 


ist; endlich, je nachdem (B’— b') (B‘ —B)g g “ a) 0 ist, wenn 











F 
B'', B“ die Wurzeln der Gleichung 3° + - a. +5 en =( sind. 


0 liegt innerhalb oder aufserhalb der zweiten Parabel, je nachdem 


(BY—B"')(B"—B") (ga) SZ 0 ist; 


(0 also innerhalb oder aufserhalb beider Parabeln, wenn 
(B— B")(B'—B")(B'—B")(B'—B")D> 0 ist; 
() innerhalb der einen und aufserhalb der anderen, wenn 
(BB (B'— B©)(B"—B")(B"—B") <O ist. 
Die Bedingungsgleichungen eines Kegelschnitts, welcher durch die 
fünf Puncte M, IV, O, P, Q geht, sind, wenn man Ü—b’=d setzt, 




















32 h?—bh y 2Bh h’?— bh’ 2 
B° ++ a td=0 und B +7. t7G 5 t4=0 
oder | | 
(B—B)B-BY)+d=0 und (B—-B")(B—-B) +d=0; 
also 
B'' Bv — RP’ RB’ (B'- -B'') (B’ — B) (B"’—.B'') (B"—.B') a 
B= B'"-BN— u und (B’+ Bit un B— b'): + d =(; 





*) Unter den fünf Puncten lassen sich immer vier auswählen, von welchen jeder aufserhalb 
des von den drei andern gebildeteu Dreiecks liegt. Es seien O, M, N, P diese vier Puncte, 








— 
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daher ist für d > 0 der Kegelschnitt, der durch O, M, N, P, Q geht, eine 
Ellipse, wenn (B’-—- b")(B!— BY) (B"— B'"')(B’"—B")<0, d.i. wenn 
() innerhalb der einen und aufserhalb der andern Parabel liest. Für 
d<0O ist der Kegelschnitt, der durch 0, M, NY, P, Q geht, eine Hy- 
perbel, wenn (B’— B'')(bB’— B")\(B’— B')\(B’—b")>0, d.h. wenn 
O0 innerhalb beider oder aulserhalb beider Parabeln liegt. 

Man erhält also folgende Auflösung. 

Man beschreibe durch O0, M, /V, P die zwei möglichen Parabeln. 
Liegt nun der fünfte Punct in einer dieser Parabeln selbst, so ist diese 
Parabel der Kegelschnitt, welcher sich durch alle fünf Puncte beschreiben 
lälst. Liegt der Punct Q innerhalb beider Parabeln, oder aulserhalb bei- 
der, so ist der Kegelschnitt eine Hyperbel. Ist er dagegen innerhalb der 
einen und aufserhalb der anderen belindlich, so liegt er mit den vier übri- 
gen in einer Ellipse (Möbius Baryc. Calcul $. 382). 

3, Lehrsatz. Ein Punct P, desen Coordinaten g, h sind, liegt 


innerhalb oder aufserhalb der Ellipse 


1. y’+2bxy+Cx+2Dy+2Ex = 0, 


W+2Bgh+Cg’+2DI+IEESO ist. 
Beweis. Die Gleichung (1.) lälst sich immer, ohne den Anlangs- 
punct der Coordinaten zu verändern, auf die Form 
Ry+S+Tı = 0 
bringen, wo nämlich, wenn «a, ß, y, nm, m‘ dieselben Bedeutungen wie 
im ersten Lehrsatze haben, folgende Bedingungsgleichungen Statt finden: 


je nachdem 


EEE 

Zr u ; 

und R BER 12 >B / C . / \2 
— (m””+2bm'’4-C)sin(u —Y)', 

$S — (m? +2Bm-+C)sin(e —Pß), 


T = 2(Dm+E) sin (&—ß) sin ist. 

Sind die Coordinaten des Punctes P in Bezug auf das neue Achsen- 
system 7‘, g‘, so liegt der Punct innerhalb oder aufserhalb der Ellipse, je 
nachdem RA” + Se’+ Tg‘ S 0 ist. 

Drückt man nun die neuen Coordinaten durch die alten aus, und 
setzt für A, S, 7’ ihre Werthe, so erhält man, nach gehöriger Entwicklung, 
P innerhalb oder aufserhalb der Ellipse, je nachdem 

R+2Bgh+Cg’+2DA+2EESO ist. 


hi 





318 19. Bruun, einiges von Kegelschnitten. 


Anwendung. Ein Punct P in der Ebene eines Dreiecks wird 
mit den Spitzen des Dreiecks OMN durch Gerade verbunden. Die Art 
des Kegelschnitts zu bestimmen, welcher die Seiten des Dreiecks in den 
Durchschnitten mit jenen Geraden berührt. 

Es seien die Coordinaten der Puncte 0=0,0, M=a0, N=0(,b, 
P= g,h: so erhält man für den verlangten Kegelschnitt folgende Bedin- 


sungsgleichung: 


d=C-—-#h = —(XA) + ns + Zn s| ". 
ü \ / a oO a? oO 2 
N ® ) b b? > b° . > 
Es ist aber y + a + per en En O die Gleichung der 
Ä 


72 


Ellipse, welche durch die Puncte 0, 7, N geht und den Schwerpunct des 
Dreiecks zum Mittelpunct hat. 
Daher ist der verlangte Kegelschnitt 


eine Parabel, oder —=0 =) 
nz ud A E 
eine Ellipse, oder d>0), je nachdem + -Ig+- — 2’ —bh—— g/<70 ist, 
a a” a 
eine Hyperbel, oder <O IS 


d.h. je nachdem der Punet P auf der Peripherie innerhalb oder aulser- 
halb der Ellipse, welche durch M, /V, © geht und den Schwerpunct zum 
Mittelpunct hat, liegt. Es ergiebt sich also folgende Auflösung: 

Man beschreibe um das Dreieck eine Ellipse, welche den Schwer- 
punct desselben zum Mittelpunet hat: dann ist der Kegelschnitt eine Para- 
bel, Ellipse oder Hyperbel, je nachdem der Punct P in der Peripherie die- 
ser Ellipse, oder innerhalb, oder aufserhalb derselben liest (Möbius 
S. 389). 


*), Den Werth von X entwickele ıch bier nicht weiter, da er, ıns Quadrat erhoben, das 
Zeichen von d nicht verändert 
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20. 


Bemerkung über Kreisfunectionen. 
(Vom Herrn Prof Raabe in Zürich. ) 





Bekanntlich kommt der Analyst in Verlegenheit, wenn er auf Integrale 
° . 3 0 n 
wie die folgenden: / sinxr dx, $ co8x0x, etc. 
vv”. 


« oO 


das gewöhnliche Verfahren beim Integriren anwenden will. Im 15. Bande 
dieses Journals habe ich zwar gezeigt, wie das viel allgemeinere Integral 


/ PD lsinax, cos5dx)dx in ein anderes verwandelt werden kann, dessen 
“obere Grenze endlich wird, und dessen untere Grenze unverändert bleibt ; 
indessen bleibt es interessant, die Richtigkeit folgender zwei Gleichungen 
nachau weinen ; Lim cosx# —=0, Lim sinx= —= 0, 
wo das Grenzzeichen Lim auf das unendliche Wachsen des Winkels x Bezug 
hat. Denn, sind vorerst diese zwei Gleichheiten nachgewiesen, so ist, wegen 
sinz dx = const—cosxr und Jeos« Or = const +sinr, 

nach dem allgemein üblichen Integrationsverfahren: 

f: sneör=1—Limcosr =1 und /[ vosx 0x = Lim sinx = 0. 
Um nun die Richtigkeit der obigen zwei Grenzgleichungen nachzuweisen, 
legen wir die bekannte Gleichung 


eY-i—= csy+ty—l sin y 
zum Grunde, wo e die Grundzahl der natürlichen Logarithmen vorstellt. 


Aus dieser Gleichung erhält man folgende: 
eryV—i — cos y” [I y—Itangy]”. 


Wird nun 7 >V und <- oder tangy >0O und <{1 vorausgesetzt, so ıst 
[I+yY—ltany]” = P+QY—Il, 


wo der Kürze wegen 














PORTA une ngy’+ nn Stang yi m(m-1 len = num (m- >) tar ang y Kö, 
m m (m—1) (m —2) m (m—1) m —2)(m—3)(m—4) g 
Ga TER EEE 1 2.3.4.5 nn 


gesetzt wurde. Diese Gleichung, die für alle Werthe von rn besteht, hat 
auch noch ihre Richtigkeit, wenn 2 in den Zustand des Unendlich - Grols- 
werdens nee, In a; Zustande der Gröfse » hat man: 


m® 
P=1 Me ;tangy" 71234 = 557 tang y’ — 133755 tangy” + etc. = cos(m tangy), 
=— — -tangy — a ztangy’ u warn tang y’— etc. = sin (m tangy). 





ur 
y 
r 


ee nz 
— 
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Daher geht die obige Gleichung in folgende über: 
enYY-t — 0083” [cos(m tangy) + y —1 sin (m tangy)]. 
Da man ferner für jeden reellen, übrigens willkürlich vralen Wertb von 
mitangy, 
cos(mtangy)= oder +1 und sin(mtangy) = oder <H+i 

voraussetzen darf, und nach der gemachten Annahme über y und n der 
Factor cos y” ohne Ende der Null nahe kommt, so ist: Lime"! —=0, 
wo y eine endliche und 2 eine unendlich wachsende Gröfse ist. Stellt 
man nun die unendlich grofs werdende Größe my durch x vor, so ist 
Line’! =0. Jolmeaiie besteht für jeden reellen, übrigens noch so 
srolsen Werth von x, die identische Gleichung: e er’t=cose-+y—1sins; 
daher ist auch Lim cosx =0 und Limsin x =0; was zu beweisen war. 

Da man ferner aus diesen Gleichungen die Richtigkeit der folgen- 
den zwei Gleichungen: Limcosex—=0, Limsinex=0 herleiten kann, 
wo e jede reelle, nur nicht unendlich klein werdende Grölse vorstellen darf: 
so ist man dadurch im Stande, die Werthe der verschiedenen Potenzen und 
Producte von sinx und cosx beim unendlichen Wachsen von x Fi 

Es ist z.B. wegen sin=" = 3 —3cos?xr und csz’—=3+3co0s?r, 
mit Zuziehung des so eben bewiesenen, Limsinx=’=3 und Lim cosx’—=4, 
Addirt man diese zwei Gleichungen, so erhält man die bekannte Gleichung 

Lim sin’ + Lim cosx’ = 1, 

Als fernere Anwendung setze man folsende Gleichungen: 


y.„= 0086 +cos(a +ß)+eos(a +? P) + .... +cos(a +2 —1)P), 
z, = sinao+ sin (a +) + sin@ + 2P)+ .... +sin(&a + (2 —1)P). 


Stellt x eine ganze, übrigens noch so grofse positive Zahl vor, so hat man 
__sinänß.cs[e+3(n—1)f] __ sinznf.sin a ee 


Ai sin 3 d EL 3 = F sin 2 5 
Um die Werthe von y,„ und z, beim unendlichen Zunehmen von z zu er- 
fahren, löse man die Producte in den Zählern dieser Brüche in Summen 


auf. Dadurch erhält man zuerst: 


sin(e—3P) | sin[«+(n—3)?] cos (a—H, B)__ 














cos [e+(n—3)P] 











L 


I I 1 
A  T ö sinz ß ‚ . sinä 


. sini ß 
Wird nun 2 in den Zustand des Uachdlich-Grofsweiidiii versetzt, so ist 


für jeden endlichen Werth von £: 








sin(@e—XP) . cos (x — 3 9 
Limy=—3.—— 2 und Limz, =}. BL, 
sinz ö . sin } 


Zum Schlusse noch die Bemerkung. Sämmtliche hier hie Resul- 
tate erhält man auch, wenn man das arıthmetische Mittel aller Werthe der 
Function sucht, deren sie beim unendlichen Wachsen der Variabeln fähig ist. 





Kiss 
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21. 


De transformatione integralium Abelianorum primi 
ordinis commentatio, 


(Anctore Fried. Jul. Richelot, prof. ia Academia Albertina Regiom,) 





Introduetio. 


In commentatione prima de integralibus Abelianis, quam pag. 182 tomi XII. 
invenis, egi de reductione integralium huius modi: 


/Gr =) 
v(px) 
in quibus Fx et ®x quaelibet functiones rationales integrae sunt. Quae 


demonstravi, quoties ®x factoribus nonnisi realibus gaudet, per substitu- 
tionem huius modi: 


a-t-bz:? 
. c+-d:? 


revocari ad integralia huius formae: 
v(z?)dz 
vv 

in quibus %(z?) functio rationalis ipsius =’ est, atque 7 ex factore (1—x*) 
et factoribus (1—#?z?) conflatur, ita ut quantitas & realis unitateque mi- 
nor sit. Hanc integralium Abelianorum formam ut canonicam proposui- 
mus, quamvis, si functio Dx factores et reales et imaginarios, vel adeo 
omnes imaginarios habet, reductio generalis non successerat. Integralia 
vero Abeliana primi ordinis, quippe in quibus functio Dx sextum ordinem 
non superat, ad formam canonicam reduci posse, in introductione com- 
mentationis allatae commemoravi, nec non adieci, me inde ex his disqui- 
sitionibus ad generalem formae canonicae transformationem memorabilem 
pervenisse. 





Id quod uberius adhuc hie narrare placet, aeque ac excusare, cur 
reductionem illam generaliorem illice promissam nondum promulgaverim. 
Ad reductionem enim integralium huius modi: 

/ Fx dx 

’ VldA+Bx+Cx’)(4;+B,%+0,2°)(4.+B:x+0,x°)] 

aggressus, in quibus tres factores trinomii et realibus et imaginariis vel 


adeo omnibus imaginariis factoribus gaudent, in ingentes incideram diffhi- 
Crelle's Journal d. M. Ba. XVL. Bft. 3. 29 
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eultates, discerptionem integralis quandam indagans ei similem quam Cl. 
Legendre in tertio tomo operis illustrissimi ‚‚Trait& des fonctions ellipti- 
ques” adhibuerat. Ibi enim (,troisieme supplement $. XIL”) geometra 


sagacissimus ope substitutionis singularis integrale: 
dx 
V [x (1— x?) (1—xk?x?)] 
per aggregatum duorum integralium ellipticorum primae speciei expressit, 
eadem amplitudine modulisque talibus gaudentium, quorum alter alterius 
complementum sit. Idem theorema memorabile Cl. Jacobi ad integrale: 








P} x ds 
Vle-+x=*(1—xk°a?)] ? 


et ad integralia generalioris formae: 











da dx 
F’- 1— a) I—kix)(I+Kka&) +28)? NE HSUrS)> 
an quae (pagina 416 tomi VIII. huius diarii) similiter in aggre- 
gatum similium duorum integralium ellipticorum eiusdem argumenti com- 
mutavit. 
His exemplis incensus, cum mox animadvertissem, integrale gene- 
rale propositum, quod in hanc mihi formam reduxeram ; 





Fz dz 
STE (z2-+ e) )]? 
si eadem ratione transformare vellem, nonnisi in duorum Abelianorum eius- 
dem ordinis aggregatum abire posse, transformationem talem .horum in- 


tegralium : 





u dx dx 
V (14x)? F: V(ii—x’)’ 
prosperrimo successu disquisivi. 
Per substitutionem enim linearem: 


1— 1? 
integrali primo in hanc formam supra allatam reducto: 


Kr u vimnde 
‚vür« of YI(: t? --tang? 2) (r + tang? A) 








10 


adhibui transformationem irrationalem: 


t= +ry(l—?z), 


va—9) = VE) Z), 


sive: 





7 
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Ev SE 


ubi superiora signa pro limitibus: 
2 _ 7 ı PS 5 
el... .. 0 
EN an 


inferiora pro limitibus: 
x—=1 er 0: DD 


BRD t=1 


- —1 a 
u — Bu TR. tr un 9 a 


valent. — Qua apte introducta, accepi has aequationes integrales: 











4 “ vurz >) m: “= : 3n 
v| la+3)( (1— cos: 2 ) (1— cos? 7 )] 
x dz 
+[ vl l1->)( (1— cos? 102° >) (1— cos: = =)] 








zdz 
4/" var) Sn [+2 ( (1 0002 ; 2) (1 0002 3: 2 .:)] 





ne a v| la-»( 1— cos? rar Ta >2.)] 


5 1( 
illam pro prioribus, hanc pro - argumentorum limitibus valentem. 


Quibus aequationibus inter se additis, haec sequitur integralis deli- 
niti memorabilis: 





ip r i zdz 











*p0° 10 
sive: 
5 dx er Mi sin®p dp 
ı Du | / 3: 
J. Yılrz’) se ((ı — cos? , sin* p) (1- cos? n sit) | 
In primis terminis utriusque aequationis posito: s—= —z, et brevitatis causa 


„un 


/\ l— 2) (1— cos’ 7 10? 2) (1 — cos’ 10 2)]=4As, habemus: 
4 i Var >? ze, f" sh 


dx d 2 ( 
af. Vi-+ze°) =/ - -/ Az? 


ita ut integralia nova eadem forma atque diversis argumentis gaudeant. 
29 * 
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Simili ratione cum et alterum integrale, et nonnulla alia specialis 
formae reduxissem, coniecturam meam hanc esse veram reductionis horum 
integralium naturam, illustrissimo Jacobi, cuius consilio sapientissimo doctri- 
naque singulari adhuc fruor, proposui. Hic vir venerabundus de inte- 
gralium generalioris illius formae reductione iam diu frustra disquirenti 
mihi substitutionem generaliorem irrationalem in finem propositum com- 
municavit hanc: 

2y = Ylatbz-Lce)Fyla—bz-tc:), 

qua et summa et diflerentia integralium: 
vr | da | F: dx 

Viea+bxz-+cx?)(x?+d)(x*-te)]? V[la—bz+cx?)(x?°-+d)(x*-+e)]?’ 
per unum integrale Abelianum exprimeretur. — Hac ex substitutione cla- 
rissimi Jacobi egressus, mox totam reductionem omnium integralium Abe- 
lianorum primi ordinis ad talia integralia eiusdem generis inveni, quae rea- 
libus ipsius ®x factoribus gaudent. Et adeo, cum integralia duo noya 
diversa eodem argumento gaudentia ad eadem integralia, sed diversorum 
argumentorum revenirent, Cl. Jacobi hanc integralis divisionem egregie 
conspirare animadvertit cum ea, quam tunc temporis considerat, theoria, 
eiusmodi integrale etiam in Analysi non unicum, sed binorum summam 
considerandam esse; simul, vir cl. cum similes substitutiones etiam eodem 
successu, eo casu adhibuissem, si omnes factores functionis DPx reales sunt, 
me incitavit, ut eodem modo ipsam quoque formam canonicam tractarem; 
fieri enim posse, ut inde nascatur transformatio formae canonicae meae, 
iam diu usque ad illud tempus a me quaesita, quae indefinite repetita ad 
alios aliosque modulos fortasse continuo decrescentes ducat. Ego quum 
intelligerem, quanti momenti sit sagacissima illa viri el. divinatio, omni cura, 
ceteris omnibus disquisitionibus in praesens missum factis, in hanc diffici- 
lem materiam inquirere constitui. Integralium novorum argumenta ea forma, 
quam tunc considerabam non intra limites reales continebantur, et adeo 
ad formam canonicam reductorum in intervallo O—1 iacerent necesse fuit. 
Illud ope theorematis Abeliani fundamentalis commutavi, per quod ex trans- 
formationis formulis, quae ad imaginaria bina argumenta ducebant, tales 
derivavi, quae ad reales limites reveniebaut; hoo vero commentatione mea 
antea memorata valde mihi sublevatum est. Per summam calculorum 
complicationem, per novitatem rei saepe omnibus analogüs destitutae, inter- 
dum per ipsam copiam methodorum e quibus scita electio facienda est, 
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facile a tanto jabore abhorres. Qui tamen labor a me superatus, si quis 
alius, prosperos successus habuit. Inveni enim transformationem integra- 
lium Abelianorum primi ordinis, per quam repetitam moduli simul omnes 
eadem fere rapiditate decrescunt, qua in transformatione integralium ellipti- 
corum Landeniana, ita ut vel per paucissimas transformationes integralia 
illa ad elliptica revocentur, indeque algorithmus calculi prorsus in eundem 
redeat, qui in calculandis integralibus ellipticis adhibetur, vel per paucas 
transformationes adhuc adiectas direete computentur. 

In hac igitur commentatione transformationum harum fundamenta de- 
texi, theoriam quam amplissime exposui, demonstrationem breviorem atque 
direetam adieci, facilem Algorithmum haec integralia definita et indefinita 
computandi attuli, quae per methodos usitatas nonnisi aut cum summa aut 
difhicultate insuperabili determinari possunt. Quomodo integralia indefinita 
per theorema Abelianum ad minimum numerum reducantur et obiter indi- 
catum invenis et alii commentationi reservavi. Ceterum omnes formulas, 
ad transformationem meam spectantes, ita expolivisse mihi videor, ut con- 
einnitas calculi, quantum credo, nihil desiderandum relinquat. Ad egre- 
giam vero calculorum et theoriae ipsius per se ipsam confirmationem osten- 
dendam, simulque calculum expeditum pro iis casibus offerendum, quibus 
moduli omnes proxime ad unitatem accedunt, eadem cura transformatio- 
nem quoque inversam, «quae ad modulos continuo maiores ducit, et cal- 
culi rationem idoneam, quae in illa methodo adhiberi debet, explicavi. 
Postremo, ut exempla, computationem duorum integralium definitorum se- 
cundum utramque methodum institutam, adieci, et perfectum consensum 
valorum, via opposita inventorum, nactus sum; quorum exemplorum alte- 
rum una cum brevi algorithmi expositione in commentariolo, in Novis 
Astronomieis a Cl. Schumacher editis geometris communicavi. 
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Caput primum. 
De Lransformationibus integralium Abelianorum primi 
ordinis ipsis. 





T. 


De nova forma integralis Abeliani et de substitutionibus linearibus, quae & forma canonica ad 
illam dueunt. 


Theorema fundamentale in quo ut principio tota nostra disquisitio nititur, 
hoc est: 


Integrale Abelianum primi ordinis: 





. Fz dz 
een —:) 1—k?z)(1—4?z)(1—u?z)] 
pro quibuslibet limitibus, qui inter intervalla quae per factores functionis 
sub sieno radicali eruunfur, continentur, per aggregatum duorum eiusdem 
formae exprimi potest, quorum limites ut radices aequationis quadraticae 
Jantur, euiusque coellicientes functiones rationales integrae argumenti dati 
- sunt, nec secundum ordinem superant. Cuius theorematis demonstratio 
a numero quantitatum arbitrariarum repetitur, quae in coefficientibus aequa- 
tionis quadraticae fundamentalis inveniuntur, eamque in peculiari integralis 
Abeliani forma digeramus, quae ad eam magis quadrat, nec non facillime 
ad nostram formam propositam reduci potest. 


Forma, de qua agitur, haec est: 


} f: [F, (v®)+vF,(v?,]dv 
” e V|( 


L— v?)(1—a?v?)(l—rv)(1—sv)]? 





ubi 7, (v’) et F,(v”) functiones rationales pares ipsius v, atque @, r, s quan- 
titates constantes sunt. Jam igitur de substitutionibus linearibus disserere 
placet, per quas a forma canonica ad hanc novam reveniamus. 


Introduecamus substitutionem linearem: 


__L m-+nv 
p+tqv’ 
ubi zn, 7, p, 9 quantitates adhuc determinandae sunt. Jam patet fore: 


ae sl dz _ (pr—gm)(p-+gv)dv 
V[:(1—: (t—%k?:z)(1—4?z)(l— u?z)] “oo V (Av) ’ 











ubi Av productum horum sex factorum erit: 
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m + nv, 

ptev, 
(P—-m) +(g—n)v, 
(p—k’m)+(g—k’n)v, 
(p—Am) + (g—Xn)v, 
(p—um)+(g—pr)v. 
Iam vero expressionem 


(pR—gmp+gv)F(EER!), 


hac forma exhibere lıcet: 





fı (v2) + of; (v3) 
JS; vw’) + vf, (v*)? 


ubi per / (v”) functiones integrae pares ipsius v significantur. Numeratore 





igitur denominatoreque per: 


F; (v’) — vf,(v) 


multiplicatis, ad formam 
F, (0) + vF, (0) 


devehimur. 
Sex vero factorum, ut ad formam radicalis Av praescriptam per- 


veniamus, bini ad formas: 
(d+v), (dv), 

applicandi sunt, unde 30 diversos casus naneiscimur. Üeterorum quater- 
norum, cum bini forma: 

(d—av), (i+av), 
induant, necesse sit, quae conditio ad aequationem quadraticam inter coel- 
ficientes a, rn, p, 9, dueit, inde duceni casus oriuntur. Itaque 360 diver- 
sas substitutiones lineares quaesitae nmaturae adipiscimur. Jam vero in ha- 
rum numero etiam 120 ımaginariae erunt, id quod ex deductione substi- 
tutionis ipsa derivare licet. 

Designemus hunc ad finem per: 


(r—am)+(g—an)v, (pP—ym) FW—yn)v, 
(Bm) +@—Pn)v, (P— dm) + @—In)v, 
tales quatuor illarum sex functionum (2.), ut priores duae respective ad 


formas: 


(iv), (dv), 
d-av), (i+an) 


applicentur. Quantitates igitur: 


EEE 


posteriores ad formas: 
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R Gd, ß, Y ö, 
e numero quantıtatum 
— 1, 0, WW, X, #, 1, 
arbitrio adhuc eligendae erunt. 
Habemus vero has inde aequationes: 
3. (pmam)=y-an, (p-Bm)=—(g-—Pn), 
4. (pP—ym)=t@—yn)a, (p—dm)= F(g@—Ön)e. 
Ex aeg. (4.) e eliminato, sequitur haec: 
(p—ym)(g—ön) = — (p—dm)(g—yn), 


5. pe +yomn) = (my +pn)y+0); 
qua aequatione cum aequationibus (3.) coniuncta, valores quantitatum: 
m, NR, pP, 9 
quarum una quaelibet = 1 poni potest, determinantur. 
Quam determinationem ita faciamus, ut ponamus: 
6. p—am=M, g—an=N, p—Pm=P, y—-fen=(, 
unde sequitur: 
M—«FP N—.e0O — PR; 
1. p= = . =, IM wm Gn =, 
quibus valoribus in (5.) substitutis, cum 3—«a evanescere nequeat, indes 
prodit aequatio: 
2(BM—aP)(EN—a0) + 2yd(M—P)(N—O) 
= [M—P)BN—aQ) + (N—Q)(BM-aP)](y+)). 
Iam vero habemus ex aeg. (3.) et (6.): 
M=N, P=—(, 
quibus substitutis, erit aequatio finalis: 
Mm (B-y)@—)) = Playa). 
Inde sequitur fore: 
AI t—y)(@a—0 N 
a Ey lrr == p 


Habemus igitur ex his ne aequationibus (7.) adiuti: 


sive: 














m= vla—yYa—d)F vYIRP-YVR—I)], 
; ae vla-yYa-N+ VIR-YE-I), 
pr =Pyla—y(a—b)] Fay[P—YVB—)], 


\ g =Pyrle-YVa—I Lauer -YVR— N]. 
Inde videmus, substitutionem fieri imaginariam, nisi quantitas: 
ta — y)(a — ö) 
(f—}) (d— Ö) I 
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positivo valore gaudeat. Id quod fieri nequit, nisi quantitates «, ß, y, Ö, 
ex sex quantitatibus memoratis ita eligantur, ut nec ‘y nee Ö sola intra « 
et ß, quod attinet ad magnitudinem, iaceat. 


Jam vero: = — x posito, inde quinque suppositiones ipsius in 
ordinem sequuntur, quarum prima 6, quinta 6, secunda 3 et quarta 3, 
tertia vero 2 diversos casus suppeditat; itaque hac in suppositione prima 
viginti casus habemus, unde ob signi radicalis duplicitatem, quadraginta 
substitutiones reales diversae emanant. Kodem modo: 

00, m, ur, a, al, 
posito inde 240 substitutiones reales derivamus. KEasdem etiam ex primis 
quadraginta ope sex transformationum fundamentalium celassis 4 vel clas- 
sis D, quas in commentatione prima de integralibus Abelianis art. III, vo- 


cavyimus, nancisci licet. Nimirum hae fuerunt formulae: 








class. 4. class. BD. 
1l—z 
.y=z . y= rare 
iz 1—k? 1—4:z 
II. u Ze z b) II. u 2 a ir 


1 


—2 Sohtz 














10 u A = ee ni ee 3 rl 
; i kt— u? 1—A*®z 4? 2 
IV . Yy = m a . u“ — x IV. F un j3 au re ( l— u z), 
. 42 1A—u?z . 1 
V. a ae zu 7. V, a 33 
. 1 7 z 
LE Zi zer 2 - 1 


per quas integrale: 





JVvVI:1—:)(1 —k?z)1—A:z)L—u?z)]?’ 
in eandem ipsius formam: 





f (M-+Ny)dy 
’VbA-nA—ery)1—Py)i—m?y)]’ 

redit. Loco citato has substitutiones amplius exposuimus atque in quaque 
modulos ec, /, m, ex modulis #, A, x, determinavimus. Facile vero ex ar- 
gumentorum consideratione patet, si in quaque formula classis 4. vel B. 
loco z quamlibet formularum quadraginta substituamus, atque k, A, u, 


per c, !, m, semper exprimamus, inde novas illas substitutiones quaesi- 
tas oriri. 
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- 


Inde ex formulis generalibus exempli gratia ommes substitutiones 
formae: 
= ei) 
u IiFwW? 


facillime derivamus. Posito enim primo loco: 
um=—x, B==0, 


habemus in fornulis (9.) 





m=ad, n=u, p=Fuy(yö), gy=Htayly), 
ergo; 
» 
an 1 1+v 
wu. V(yÖ) Eee" 
Secundo vero posito: 
u= Ö, ß = —x, 


erit ex formulis (9.) 
m=F7ß r=+ß, p=PßYWd), g=PßYY), 




















eroo: 
ie) 
ui 1 ; En, 
N \7 Ö) l+v 
Iam vero quantitates Y et ö his sex valoribus cohaerentibus gaudere possunt: 
Y — U, Ö — 2, Y oo A, = h?, 
ymu, o—=#, ya, =, 
y=l; o=1, y=&K, =, 
unde ad has viginti quatuor substitutiones formae praescriptae devehimur: 
» z=H+ En © = + 8 Br 
Zu l—v’ /u 1+v 
I i-+v i 1—v 
zz +. —— u een 
u — ku 1—uv’ — kultv’ 
1 1 V 1 H — U 
III. > mm + —— , I{+ı ’ z = a 
11 ee u IV 
h 1 1-+v ı 1 
iv. ze +. nu i = +. -, 
er k 1 — 1) k4 1 -+ vV 
3 en 
v. mn, variant 
—- ı 1—v A 1-+v 
. ng 1 1—v 
ı VE PR 6 2 st. , 


Iam igitur ex antecedentibus patet, si has formulas in formulis fundamen- 
talibus classis 4. vel classis D. introducamus, cunctas 144 diversas substi- 
tutiones inde emanantes prodituras esse. Re vera hie classem B. non alias 
substitutiones procreare inde clarum fit, quod per formulam quintam: 
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ut, 
> Be u?®z 9 
ubi moduli ce, /, , tales sunt, ut habeamus: 
m m 
i= —, I=—, “= m, 


revenimus 
ex formulis I. ad formulas V., 


BE 
te ce er 
ra SE ie). er 


Sed etiam via inversa ad easdem substitutiones lineares proficisci licet. 
Ponamus enim hunc ad finem, quantitates a, r, s reales esse, et tales ut sit: 


a >d—d, .’<c 
lam igitur facile perspicitur, quantitates: 
1 1 i 1 
u Ei u u 


triginta diversis modis secundum ipsarum magnitudinem permutari posse. 
+ . 1 1 “ . . ® » * “ 1 1 
Nam quantitates: —, ra, 15 diversis modis in sex locis, ita ut: — > — 

r 5 
maneat, poni possunt; atque permutationum vicenarum quaternarum quan- 


tıtatum: 
1 1 


1 _ — — | 
’ a’ a’ 


nonnisi binae hae adhiberi possunt, in quibus est: 
1 1 1 1 
1>->— — >—1,  >1>—-1>—-—, 
a a a a 
unde triginta series illas diversas omnium sex quantitatum adipiscimur, 


lam vero in commentatione iam allata art. II. demonstravimus, integrale: 


12 J. Fx dx 
. V|ae—e,)(e —a,)(c —a,)a—e,) a —a,)(e—a,)]? 


per duodecim substitutiones in formam canonicam transformari possc, qua- 





rum sex priores classi 4. adscriptae, si per: 
Ü +1 $) Üu , 1/7 
tres se excipientes quanfitatum a in circulo scriptarum, quae hane legem 
sequunftur: 
13. u > > > u, >u>%; 


designemus, his formulis comprehenduntur: 


30 * 
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in ("= Sa =ett) (* —. Ru ) k Fe ( u Ser c- — But ) 
2 emesssss er = I ae BR 
& u a Eu _ du Eu Eu rn ut Cu ee +2’ , 


x ( 2eM) (es 1 Zee+) u re ( a zur (Me E ut 
u . ee ee >) v ER RT a Fer a y 
\ & u—1 7 Eu Rau Eur Eu ut Cu — Eur+i 


[2 








14. 





et sex posteriores classı D. adscriptae, his formulis: 


En aa a) (= CE u+1 ) k? Bd ( +17 =.) ve en 
s =\—- ER = Per e u 
s au — Rurı 7 \C— Cu+2 eu42— al \eurı — ui 
5 | | | ‚0 
ner Kurt — Eu &u12 — Eu? n ee DEE 2. PER, DE 
vn = (gu) (mine), m (ine) (sn-en), 
Eur? — AuF \aurı —Au-2 Cup — a) \eurı — Aus 


Loco igitur seriei quantitatum & (13.) qualibet illarum triginta permutatio- 











num sumta, inde duodecim, cuuctas igitur 360 formulas tales derivare li- 
cet, per quas ad formam canonicam ex forma praescripta perveniamus. 
Inverse igitur, semper quantitatibus a, 7, s, per Ä, A, u, expressis, id quod 
si permutationi propositae satishat, nonnisi singula ratione fieri potest, inde 
360 diversas nanciscimur substitutiones naturae desideratae,. Harum sub- 
stitutionum 120, in quarum permutationibus dispositio quantitatum: 
1, E ’ m. £ er 
a a 

eadem est, ad formulas non recentes, sed quae iam in ceteris invenieban- 
tur, ducunt; attamen ex diversitate permutationum cohaerentium ad rela- 


tiones quantitatis modulorum #, A, u, tales, ut: 
u >» > - 

KIN Zu Nu kr>u etc 

 Aetak, Vs er >! . 


conteludendum erit. 
Permutationes illae enim triginta erunt: 


{ 1 1 1 a . 
L) 92 nr Re 5) ee a 


{ | 1 1 1 i 1 1 
2) >> EEE u J) ee “et, 


1 1 | 1 1 1 1 1 
3) ı>->—1> !> 1>-1, 1) 1>->-> ->—->-1, 
gr | 1 1 1 a ! 1 1 
. 0) 1>-> ->—->-1D „> Derien er, 
' N ' a ' N 1 
> en te ri i2 te a 
1 1 i 1 1 1 1 
6) ı>1>—-2>—-1> -> — WB) -D1>->—->-1> 
1 1 A 1 1 1 
\yı>!> 1>-->-1> -, MW) ->->1> ->-->-1, 





v | 
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u: 1 1 1 
te Fe, 

r S a . a 
u Mae i 1 f 1 
1 1 1 
1) ->1> ->—-1> ->—-, 
| es l 1 1 
BEDEUTETE 
IR l r S a 
1 Vs \_ 4 , { 1 { 
19) a ı > a Pr 
Be ' 1 1 
)) en ı>—1> .> 
1 1 1 
21) ee Fa re . 

| 

| 1 1 1 1 
22) a DE Pr 


3) ->->1> ->—-1>- 
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. Li} 
—. Pen u" 


24) >->1>- 1 > >— er 


a Be = 
Pa TE 


7 


1 1 | { 
ii Be > dB Du De See 


PR va ” 
25) EEE ER Er 2 


r 


1 1 | 
">>> 1>-1>--., 


2 


29) 


F 


’ 1 1 
30) >>> 1>-1>--, 


“4 


Ouibus cum formulis (14.) et (15.) collatis, videmus, permutationes: 
4 et 11, 5 et 12, 7 et 15, 19 et 26, 20 et 27, 22 et 30, ad bı- 


nas easdem, et adeo permutationes 6 et 13 
ternas easıem formulas ducere. 

Inde rursus 24 illas formulas formae: 

4 1i+v 


«'1Fv 
derivare licet. Si enim in permutationibus, 
in formulis (14.): 














et 14 aeque ac 21, 28, 29 ad 


ubi +1 et —1 se excipiunt, 











ah m1, 0=—l, 
et in dormulis (15): 
Gun 1, Gum —1, 
ponamus, naneiscimur ex permutationibus: 
9 rc 1-+v u a 
“— a'1—V’ 7” u 14V’ 
„1 1#v „1 1-v 
RT RUFT 
’ a ._ 1 1-v 
S) NEIN. > 1+v ce 1—v 
M A '1—v’ "7 ku 14V’ 
ee 
\ iin 77 air 
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ur ee 
u Fe 
. 9- 1 v—1 1 v+1 
20) ve 7) z=—.—, ze! 
) ‘) A v+1’ 7 Kku'v—1?’ 
21) vel 25) vel 29) OD 0... un. 
17. # v1? a 'v—1? 
er . 1 v—1 1 +1 
22 vel 30 = .—— Ze es a 
) ) ku v1’ ” A v—1?’ 
g, 1 v—1 1 vo+1 
243) zu. 232 u. 
) kk v1’ ° k2v—1’ 
Be ee 
An TO Kyeu 
te vera substitutio 
u 
u 3 5, 
prout: A 4° vel A<{A* duas, substitutio: 
u 
r ku'vr1? 
prout: A>4u vel A’<Äky rursus duas, et substitutio: 
tt 
vi dt "vr+r1?’ 


prout Ä?>r et k’>u, vel Kr et Du, vel P<r et <yu fuerit 
tres diversas series sex quantitatum illarum praebet. 


II. 
De transformatione irratıonali formae: 
N ı 
a. men t+-pt 


m, tn,i+p,i’ 


per mam ıinterrale in duorum novorum argregatum trausformater, 
JA bee] oO oO 





Introducamus, ut demonstrationem una cum transformatione ipsa 
dieeramus, in formulas diflerentiales: 
F, (v?) dv 
1. Vlit—v’)(1—a’v’))i—rv)(1 —sv)] ’ 
AN v.F, (vr) dv 
-  vIA—vt)(—atv)(L—rv)(l—sv)]’ 


hanec substitutionem: 











2" u 

3 er. 
ubi funetiones rationales integrae: U et F argumenti # secundum ordi- 
nem haud superantes, communi factore carent. Jam dico, sex coefficien- 


tes in functionibus Z/ et 7 provenientes semper ita determinari posse, ut 





5 
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utrumque integrale (1.) et (2.) m aggregatum duorum integralium Abelia- 
norum transmutentur. Habemus enim e formula (3.), si signum: <= +1 
introduceitur, 


. v— ey; 


unde sequuntur hae formulae: 














dv __ & VaU—UdV 
dt “ 2° YvuVv) 
- ’ 7 9 n V’— UN Fo a) 
3. <d1—v)(l—ev) = N - , 
sU—&(r UV 
(1—rv)i—sv) = Mn BEE ), 


Quibus formulis apte compositis, functionibusque: 


n(2), 82), 


ut functionibus ipsius £f, per: 


iu8, Dt, 
denotatis, hae aequationes prodeunt differentiales: 
F,(v?)dv 





* VISejdze old] 


eV AU—-UAY)N.t 











= +%. ee | une 
2 YIU(P-U)PF -a U) +rsU-e(r+s)V (UV ))]’ 
7 vF,(v’) dv 
" _ VIA—v2) L—a®v2)(1—rv)(i—sv)] 
u (HPAU—Uar)N,t 


vVWPW—UW—a U) +rsU—s(r+s)V (UN ))]" 
Signum + ob radicalis ambiguitatem adiiciatur, necesse est, «quia semper 
expressiones: 














dv __ II.e FalU—Udar ,/ (1—v) t—a?v?)1—rv)(i—sv) \ 
dm te Vor zer), 
dt ‚(v?) di UV—U)V—a’U) U +rsU—e(r+s)V (UV )) 

u + Tl,t BA... ion UdrV ( ee einen 
dt — uF,v? dt I \WV—-UV —aU) (U +rsÜ—s(r+s)V (UF)? 


eodem signo ac: 
dv__ = VAU—Uar 


dt 2" YVUVjar? 
gaudere debent. In utraque aequatione (6.) et (7.) nominatorem numera- 
toremque multiplicemus per: 
vlö+rsd+er+s)v(UF)]; 


atque expressionem in numeratore ita transformare velimus: 


ke 
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8. vIF+rsU +er+s)y U[Y)]= 

VY+rsU+V [(V—r?U)(V—s?’U)] V+rsU—V[I IV —rU)\(P—s?U)] 

| 2 +8 ) 
2 > 

Tum vero ponamus functionem: 

—rU)NV— 
quadratum esse funetionis rationalis .. f, nec non brevitatis gratia sit: 
9. vIe V-SO) = W,; 








ita ut habeamaus: 


10. VIF+rsU+ er +) y Ur = VRR Bi ei en). 


2 





In aequationibus (6.) et (7.) bis omnibus sabstitutionibus factis, nancisci=- 


mur has: 


11 BEE NEREN. „3. |... 
- v(i1—v°) (1 — a?v?)(I—rv)(1—sv)] 
ee VaU—UdV vi trsUHW)+EVVF+rsU—W)] vi 

















u Di H VRUF-DIP U) 
12, aan 
V|ıi—v?) 1—a*v?j(l—rv)(1—sv)] 
PER A, auU-Udaf v Ale u A - Vv(P rs U— I] II 
u 3 ” vVEePF—-U)\V— a U)] 2 6 
Signum e=+1 ex comparatione expressionum quantitatis “ determioa- 
( 
tur, Ita ut, cum sit: 
Mt _, _ It 
F, v? A E79; F,v:? 


e congruat cum Signo expressionis: 
v vVI#—r U, PU) P—U)V—a:U)] R 
”“ FVVYVP4SsUrW)+EVV +srU—IV ,]V [(1-v?)(1-a*v?)(1-rv)(1-sV)] ): 








*) YVarietas signorom quadraplex, per signa e et € supra absoluta, generaliter ita ex- 
plicatur. 
Pousimus 








/- a1 Mn an m F, U. 

J vli— ev?) (l—a* v’) (l—rv) (l— sv)] 

Face ex aecquatione (11.) derivatur, aequatione (8.) adhibita: 
do? , (FAU—-UAU\? (IN [F+rSU+ el +s)y(UR)) 
TE i | m dt ) 2 





UF— U) —a:U) 
: ‚ ’ a a; ’ u; ı dF,: 3 is 
ande radirali eV (UT’) eliminata, videmos differentiale (-) radıcem esse hnius aeqnationis 


dt 





7 


imadratieo - muadratieae 


a (7 dU—t =), (I, ar] = Ri u) _UnNt*G+s®tr 
dv, 4 Wat UW—-U)\(F—a?U) IE I di TEF— VD) (F—ar U)?’ 


unde quadroplieitas signorum supra exposita origivem trabit. 
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Iam vero de functionibus, Z/, 7, J/7” nonnulla theoremata afferre placet, 
quibus adiuti aequationes (11.) et (12.) commutare licebit. 
Primum facile demonstratur, quantitatem: 


YAaU—-UaV 
W dt ’ 


abire in constantem. Habemus enim has aequationes identicas: 
V—r"U)dÜ—UdV/—r U) = VdalU— Da), 
V—sSU)dAU—-UdV/— SU) = VFdalU—Ddr, 

quae ostendunt, quemque factorem functionem (/—r?U) vel V—s’U) 

bis metientem etiam functionem /dU—UdY metiri, Iam vero fuit: 

FF’ = (V—-rFU)V—s’U), 
nec functio 77”, quae quadratum completum fuit, talis esse potest, ut 
factores: 





V’—rÜD), V—s’U), 
eodem communi gaudeant factore, quippe qui factor simul functionis U et 
F, communi factore carentes, metiretur. Unde coneluditur fore: 


VaU—TUTdrV 
TZ m G,dt, 


ubi per C, quantitas constans exprimitur, 
Deinde obtinemus, functionem U cum functione: 


V+rsüHrW), 





aeque ac cum functione 


V+rsU—W), 


communi singulo factore gaudere, similique natura functionem 7 frui. 


Habemus enim, posito: 


VY+rsU+W=NHM, V+-rs U—-W=N, 
has aequationes: 
M.N=(r+s)’ÜUV, MLN=2U/-+rsV). 


Cum functiones U, 7, 7/7, M et N secundum ordinem haud superent, ex 
priori aequatione sequitur, aut functionem M alterum facterem cum V, 
alterum cum 7 communem habere, simulque // eadem proprietate gau- 
dere, aut functionem ZU vel 7 utroque communi factore cum MH gaudere, 
simulque functionem / vel Y cum N. Si vero funetio HM utrumque fac- 
torem ipsius U contineret, eosdem factores etiam functionem 27° —/Y me- 
tiri, aequatio posterior docet, sive quia / et \ communi utroque factore 
gaudent, etiam 7 et N ipsas, id quod, quia 7 et U communi factore ca- 
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rent, fieri nequit. Eodem modo intelligitur ipsum M utrumque factorem 
ipsius 7 continere non posse. 

Nil igitur restat, nisi assumere id quod demonstrandum erat; atque 
ponere licet: 


U=(a+tbt)(c+dt), M=C,(a-+bt\(e+ ft), 
V=(e+ft)\(g-+ht), N=C;/e+di)(g+ht, 


ubi quantitates @, 5b, ce etc., C,, ©,, constantes sunt. Quibus expressio- 
nibus in aequationibus (11.) et (12.) substitutis, facilibusque reductionibus 


institutis, habemus: 


14. (F,v?)dv 


V[i— v?) 1—a*v*)(I—rv)(1—sv)] 
N. G, 
(ya (e-Hft)II,t dt € VE) try, va: 
Vec+at)(eetft) WU) Ya? 0)) ! Vllatbtys tm —UW—arU])’ 
v(F,v’) dv 
V [(1— v*) (1—a* v?) (I—rv)(1l—sv)] 
", C,\, 

v- (V)c+aym; ea: (VE) a+y;, Ya: 

— 2 IVIee+fi) (c+a) Y—-U)P—a®U)] + V [(g+hi)a+bı) Y—U)V—a?U)]J' 








y 
e£EC, 
‘) 


u 








15. 








u 


Quia functiones U et / secundum ordinem superare nequeunt, ponamus: 
U=m+nt+pt, V = m+t+nt+pt. 
Ut vero functio: 


V—r U) V—sÜ) 
quadratum fiat, quippe quod quartum ordinem superare nequeat, duabus 
inter coefficientes zn, 2, ?, M,, A, Pı, aequationibus conditionalibus satis- 
faciendum est. OQuatuor autem e numero harum sex quantitatum, quod 
attinet ad illam conditionem, indeterminatae maneant, necesse est, quia 


Pe a+/w 
—y+öw? 
instituta, functio Y—r U) F—s’Ü), si antea quadratum functionis ipsius 


£ fuerit, in quadratum functionis ipsius » abit. Duae igitur quantitates, ut 
illis duabus aequationibus conditionalibus satisfiat, remanent, ita ut adepti 


substitutione : 





simus 
theorema: 


„, Substitutio: 
»_ mtrt+pt® 
en en 
„semper ita determinari potest, ut integralia Abeliana primi ordinis formae: 
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(F,v?-+v(F, v?)) dv 
V [(1— v*)(1— a* v?)(1—rv)(1—sv)] 
„ad aggregatum integralium eiusdem ordinis, quorum argumenta inter eos- 
„dem omnia limites continentur, reducantur, et adeo tres quantitates ar- 
„bitrariae in transformatione remanent.” 





IL 


Quomodo duo integralia nova ad eandem formam diversaque argumenta reducantur. 


Aequatio fundamentalis ( 16.), ut quadratica argumenti ? tractar 
potest, quae radieibus /, et /, gaudet; ergo, cum fuerit: 


l. 2(p—p,v’) +Ht(n—n,v’) + (m—m,v') = 0, 


habemus: 


m— m, v? n—n,v? 


a9 —h—bhı = 


P"-PıV P—P: v? 
Inde sequitur, quantitate v” eliminata, haec inter radices /, et f, relatio: 


pn pt + (mp —m,p) h +) (mn, —nm,) = 0, 





2. u, = 





sive: 
3 2.- a _ (mn, —nm,)+(mpı —mıp)t; 
' a (mp, —m,p)+ (npı —nı p)t2” 
unde derivatur haec formula: 














4 4, __ _ (mpı -m,p”— (mn, —nm,)(npı —nrıp) 
dtz (mp, —m,p)+ (np —nıp)t;)? 
sive numeratore = g nominatoreque — n, brevitatis gratia positis: 
5, di, EN & 
dt, n? 


Tum habemus: 


6 2 U _ m+tnt,+pli _ m+nt,+pi 


vo’ = — 


VY’ m,+tnt,+p% m,+tn,t,+p:t2° 








Ponamus vero 


. U, =m+nt+pt, 
v . m +rıhhtpıt?, 
D,=m+nt+pb, 


Ds P; m rt, + pt, 
a R, dU,_—U, dV, 














0 G,dt, , 
WW, m ,daU,—U,dP, 
G, dt, ’ 
E formulis (7.) et (3.) sequuntur hae: 
8. U, 2 y„,= re 
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Cum vero sit: 
w IU,—U,4r, SM, : A, DB 
; [= ‚d ]. 7.9 [24 ‚ Fly, 









































V, V:C,dt, V; v:C.di, 
U, U, 
BE ee # BE er 
 * Tu ie ® 
erit: r- 
1(z:) 
9, Pi _ 3a di. Pi ac 
a V, nn a 39. re 9a 
unde formula (5.) adiuti, nanciscimur hanc: 
W WW 
10. z ei Fi 
( 4 
Quibus formulis collatis, habemus: 
».4U.— U.dP, 
2 W. &. E — + = —0,.7.dh, 
2 


La, =Iıt, I, = Ihr, 
11. /vI Mn - U) M— U) = + y[r;— TV,)V,—0’U,)], 


2 


(I: Are u. + Y Aerr#))], 


Ka U, 2 U, 
NEO En ce VI: arR IN. 
’ V; J rn V; 
Has formulas introducamus in aequationibus (11.) et (12.), ita ut loco 
ipsius £ ponamus /,, quo fit: 

(F,v?) dv 


12, V [(1—v?) 1—a?v*)(1—rv)(1—sv)] 


6 % 1. VE As trs U; HW)]at; | at. VE Aa Hr s U; + WM )]at, 
VIVU, VW, —U,)V,—a? U,)l u VYIU,VW,—U,)V,—a® U,)] ‚ 



































= 
13 v(F,v*) dv 

* _V [A—v?) (1— a? v?)(1—rv) (1—sv)] 
— Co N,t,.V [3 (9, +rsU,—W)ldt, II; t,. Vi (9. +rsU,—W;)] 
2 LVI, KM, —- U), —aU,)) "VI, VP,—U,)V, a: U,)] 
Ex iis adhuc, quae in articulo antecedente exposuimus, sponte, denotatio- 
nibus ibi adhibitis hie introductis, sequuntur aequationes hae: 

















14. ui 
Y |(1-- v*)(1— a* v?) (I—rv)(1—sv)] 
ne at (e+ft,) Ost, dt, 
= 2y2 Wll(+dt)(ee+f,) 9; —U)#,—a’U,)] 
+ (e tft), t2 dt; | 
—Vlte+dt;)(e+f,.) 9: —U)P,—«’ U,)] ‚ 
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15 vF,v?dv 
" V[A—v’)(1—a?v?)(I—rv) (1—sv)] 
Br CVC, pe (e-+ht,)II, it, dt, 
7 A Vfie+dt,)le +ftı)Pı—U,)V, —.a” U,)] 
\ („+ht,)I, t, dt, | 
—Vle+dt)(le+ft:)#,;—U,) IV, —a?U,)]1° 


Limites argumentorum, inter quos integrationes faciendae sunt, üi 
valores radicum Z, et /, sunt, qui cum datis limitibus argumenti v cohae- 
rent. Signa + pro diversis intervallis determinanda manent. Inde ex 
hac disquisitione igitur sequitur hoc 

theorema. 

‚„Aequatio quadratica: 

(p—p,v?)+ (n—n,v’)t + (m—m,v’) = 0 
„semper ita determinari potest ut integrale Abelianum: 





/- (F,v?-+-vF,v?) dv 

J V I1—v?) (1— a*v?)(I—rv)(1—sv)] ? 

„ad aggregatum duorum integralium, eiusdem formae Abelianorum, quo- 
„rum limites bini ut radices aequationis fundamentalis quadraticae dantur, 
„reduci possit, imoque tres inter coefficientes aequationis propositae arbi- 


„trariae manent.” 


IV. 


Be m — at? 
De substitutione formae: v?’ = 7 





m, —gıt® 
Tribus quantitatibus arbitraris eo utamur, ut formam radicalis in 
integralibus novis, ad eandem unam, quam proposuimus, reducamus. Quemm 
finem per parem functionem loco ipsius ni introductam adipisci licet, ita 
ut inde per substitutiones lineares adieetas, rursus omnes similes formae 
derivari possint. Habemus enim, ut, hoc fieri posse, demonstremus, posito: 
u at Aw 
‚+ 9o’ 
2 _ m+tnt+pt? 
m tn,t+p.t° 


vo "orte tnkytio)le+Bo)+p (+ Po) 

m, y+9o)?+n,(7+9o)(a+ Po) +p,(e-+Bw)* 
Quantitates ibi &, ß, , 0, ita eligere possumus, ut sit: 
2ydm +(yB+ad)n-H2aßp = 0, 
ıydm, + yP+ad)n,+ 2ußp, v, 





loco formulae :; 





UV 


hane 





IN 
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unde sequitur: 
«8 _ _2pım—pm,) 
Y ö (Prr—pn;)? 
Quae aequationes docent, si expressio : 
(pm—pm,)-+- (nm —n,m)(pn—pn,), 


quae eadem est, quam in (4.) articuli praecedentis per £ denotavimus, po= 
2 

., . 144 I . . - 

sitivo valore gaudeat, quantitates 7 et 5 semper reales ita determinari 


RS (nm, —n, m) 


(pın —pn,)' 








uni .. 
’ 


> ug 


” 


Ü . 2 E . 
)osse, ut formula — functio par ipsius » fiat; inverse omnes ex + 
I s ’ trans 


V 
formatione 
i U 
ubi F functio par fuerit, derivatas ea proprietate gaudere, ut quantitas £ 


positiva sit, sive, quod ex aequatione (art. III.) (4.) dum /, et t, realibus 
valoribus gaudent, sponte prodit, ut argumento £, crescente, argumentum t, 


. . . - “ U s P} 
decrescat. Ab hac igitur singulari forma, ubi F functio par sit, proficiscen- 
tes, totam transformationem digeramus. 


Ponamus igitur: 

mg" U 

Mr —gıt” u 

atque conditioni per coefficientes satis fiamus, ut functio: 
V—FÜ)\V— SU) 

quadratum completum fiat. Habemus vero substitutione instituta: 
—rFU)\V—sU) 

= (m —rm)— (1—- FI) m —m)— (1—SgH)R); 
quae functio quadratum fit, posito: 


9) 
x 


5, v’ = 





’ m . C . 

5; aut, _ = 5”, et gi _ r, 
mn q 

. m 2 

>. auf, — _ F 5) et I: = $ ” 
m qQ 


Priori casu, unde alter, r cum s commutato prodibit, posito, habemus has 


| ! m—gt: 
| = Via) 

dv _ — £e.mg(s’—r?)t 

dt " Vlims®—gr: 1?)’(m—gt?)]’ 
m (s—1)— g(r? —1)i? 


ma’— ar’? 


formulas: 











'1— v” = 


2 


er 
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1— ıv — — ii 
| ms’ —gqr?t® ’ 


[V (ms’—gr?t?)— er V (m—qt?)][V (ms’—gr?1?)—esV (m—qt?)] 








4. (1—rv)(1—sv) = (ms’— gr? 1?) 
e- ms—EV [(ms® — gr? t?)(m—gt?)]— grt® 
(0 | (ms?—gr*i?) | 


In ultima formula numeratore denominatoreque per: 
ms ey [ms —grf)(m—gt)|—grt, 
multiplicatis nanciscimur hanc aequationem: 
u 2 on (str)(s—r)’mg.t? 
(A rv)(l sv) TR (ms’— gr? 1?) [ms-+ eV (ms’— gr? 1?)(m— qt?)) — gri?]' 
lam vero formulam identicam proponimus: 
ms-tey (ms’—grt)(m—gt’))—grt? 
Iv( sYn—r Zul (Vm+t 22 + a IV q)(V m— Yn)] 











[u 
.—m 


2 
Qua formula in antecedenti substituta, habemus: 
1 
(i—rv)(1—sv) 
(ms? BR 49) | (sYm—rtV g)(V m-HtV q) (sY m+rtV'g)(V m—tV q) I 
(s+r) (s— r)"m?gt? ’ 2 )-+eV( 2 ) 
Ex omnibus vero his formulis apte compositis sequitur, si brevitatis gra- 














tia ponimus: 
(1— v’) 1— av?) I—rv)(1—sv) = Dv, 


ver 8. ’ ) = M, 


2s "m (®—1)(a?—s?) 

















fore: 
S F, v?.dv 
V(ipv) 
=e..eMs(Il,t")dt He 778 NE ltll+s Vi Ki E )] ; 
VI-(-2)0- 22.5) 
6 


“ v?) dv 
V (po) 


UEAEOGAPD ER GEIGER 
Vl-6-3-2-)(-2.55e)(-2.52e)] ) 
ubi functiones II, #? et I], ?? Mi an 


F, ( 17), F, el 4); 


ms’—qr*t? 











= ehM(I,r)dt 














ms’— gr? t? 
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introductae sunt, atque signum e= +1, cum signo quantitatis: 


em -b-3 Fe) lee] 
VIG-22e)]vI-EVE Ir VE) ]HeV[eH VE Ve Ve 


congruat, necesse est. 





7: 





Si formulam fundamentalem uf aequationem quadraticam puram 
ipsius / tractamus, ita ut habeamus: 
: m 1—s?v? 
u er 
q i—r’v? 
radices ita distinguere placet, ut ponamus: 


= + = 


k\—r’v q '1—r?v? 








In formulis antecedentibus igitur, argumenti £ loco, in termino secundo 
introducamus /,, atque ,=—t, ponere velimus, ita ut habeamus: 


Vera yeHVa]e _ (zyV2u)ar 
VI-(-20)(e 2.) 2.) 9 N 
lH gta]« (1-24) ar 
TE 
Vie zV2y(ır Vale _((-Yau)ar 
Er rn 5 


/ Er ( \ It /q 
(4 3 ; u e )| 7 -Var)au 


———— 0 7 

















# 











| 











| 


pr? “. u \ u ge Be __ (Ot.) 9 
N IN Bi. fe 0 )] [-- (Ot,) 
: I- (1-! +, 1) (1-: mn s® nn}, IN ee rang 
Übıi a, causa El 
= 1-(2)( - 1)2]11—(4 I Wh |(1-2y- I )\(1—y4 2). 
N ( mn y > m mn 


Ouibus formulis Be has aequationes ex (5.) et (6.) deduximus, ubı, 








ut supra, Posumus: 


I e2= Fr (- a, TL, tt = F,( n;) ete. 


ms gr, ms —qri 











2f. Richelot, de transformatione integral. Abelian. primi ord. commentatio. 245 























F,v?. dv (1-2 2,)ar, B.; Aleririoki 
ER — Es. M _—— .' m 
1 v(F, v?) dv M [": (1 “an v4 t,) dt, II, 2 (1 PERS Ya d l, 
« = um Eo © ' 6 ki 5 Bi 3 
u V(pv) ’ \ V(—0t,) e V=6:, 


In utraque parte integratione facta, nil restat, nisi ut limites adhuc argu- 
mentorum definiamus, indeque valores signorum € et e deducamus, pro 
aliis limitum intervallis alıos. 

Hunc ad finem, ut disquisitionum stabiliamus, e numero friginta per- 
mutationum unam praeferamus, quae et ad simplieiorem formam substi- 


tutionis: 
1 1+v 


OO — m 
2 


C'1Fv? 
nec ad particuliares modulorum conditiones ducit, atque ponamus: 


1 1 1 1 
11. en re ee ne a 5 


Limites argumentorum nunc in hac tabula comprehenduntur. 


Limites ipsius v. Limites ipsius f,. Limites ipsius tz. 
s m r ı/m 

+ e.e7 . © . D . u 2 | zent ” ® c e 6 . — —. 
N q 








ra =, RE 


ve: ie .)- 














gr —i 
1 +x. — x, 
+— & € » © © a ° e . . . ’ 
r 4 200. — IX, 
12. re; ee EEE \ 
1 {m a?—s? u eng 
+ REG * ü « « e V ( ui 2 2 j P r r . ° ve „— 5) Mr 
—@ q ur q a?’—r? 
0 jm / m 
« ‘ D a © “ © e 4 . D . x “ » . ® q “ 
) s „/m /m 
Bis ren ne 
Formulis differentialıs ch 
a yn (sr?) y 
dv g VLi—r’v?)’(i—s’ v?)]’ 
dt, chi m (s?— r*)v 
dv a q "V [l1-r?v?)’ t1—s* v2)] 
Ouae formulae, cum, v vel evanescente, vel in + % abeunte, ipsae eva- 


1 
s 
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1 . . - » . . 
nescant, contra, U = + vel = Be posito, ın inlınıtum abeant, maxıma 
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et minima radicum /, et /, pro his valoribus dari, indieant. Prior for- 
mula dum argumentum v: 


1 1 
vel ab —x, ad——, velab ——, ad 0 
r Ss 
pergit, negativo, dum argumentum v: 


N 
vel ab _-, ad ee vel ab 0, ad :x 


pergit, imaginario valore formae —:’P’, dum argumentum v: 
1 1 
vel ab ; ad er. vel ab —iw, ad O 


pergit, imaginario valore formae z P’ gaudet. 
Videmus igitur, argumenta /, et ?, in intervallis in tabula assignatis 
simul cum intervallo v, altero crescente altero decrescente, continuo pergere. 
lam porro ad determinationem signorum € et e aggrediamur. Ha- 


bemus ex formula (+#.) 


N 2 
‘ / m— qt 
13. vu ey( — =); 


ms’—gq 7, 





quia /, loco argumenti £f substitutum est. Videmus vero expressionem: 


VE.) 
ms’ — gr dr f 


pro omnibus valoribus in tabula nostra comprehensis argumenti /,, posi- 





. . m 
tivam esse, uno intervallo | ”__y” — excepto, ubi imaginaria formae 
> 
J 
iP’ est. Ergo iure concludimus pro Pr atque imaginariis formae: 
iP° valoribus ipsius v, fore: e&= +1, pro negativis atque imaginariis lor- 
mae: —ıP", fore: e&=—|1. 
Inde extemplo, formula (7.) adhibita, emanat, signum e idem fore, 


ac signum expressionis: 


nn — (?—r2)t, V I-(1- Ey in ) (1 4 en :)] 
| VI er. ze) | ((- -y4: (+ + )I# JERUL (I+2 yt: (1 Vv- «)l|veen 


superiori signo pro positivis, inferiori pro negativis argumenti v valoribus 

















valente. Signum igitur huius radicalis pro diversis intervallis quaerendum est. 


: . 1 
I. Argumentum © ıaceat ıntra: x et Fl 


Expressio: 


VIG-=V22)(ı+ yz a) V[ıH Vz eV] 
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- 


in hanc abit: 


NEE) ZEN TE 
quae, superiori signo valente, formae: 
v-1P, 


inferiori valente, formae: 
—y—1P 


erit, quia habemus: 


Ft) VEaH)<(yL ati) (YEnmı). 


m 


Alter factor: 


BE NE SPEER) 
m ss —i . PT DEREN Bu 
r? 3 “ 

vI(-2.2:)|v@v 


erit, quod attinet ad signa, dum argumentum v: 








vel intra: x et 1, vel intra: —1 et 3 


4 
iacet, formae: P’y(1—1), dum vero argumentum v: 
. 1 . 
vel intra: 1 et wa vel intra: — x et —1 
continetur, formae: — P’y—1. 
Inde colligitur, fore: 


pro intervallis: tx .... +1, e= +1, 
o . | i 
pro intervallis: + — .... + rs e= —|1. 
. : i 
II. Argumentum © iaceat intra: + — et 0. 
Factor: 


[az V2)(i+ Vo] V[o+2V2a)Gı-V4%)] 
quia est: 
((-ytn)lır Y4)> (i+2yLo)(ı-VEo), 


semper positivo valore gaudet. 


Factor alter dum argumentum v: 


j 1 1 N 
vel intra: or 4 vel intra: RER 4 rm 4 5 
Ss a a 


iacet, negativo, dum argumentum v: 
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1 


. 1 | : 
vel intra: — et0, velintra: 0 et —— 
Q 


progreditur, positivo valore gaudebit. 
Inde colligitur fore: 
. [2 1 
pro intervallis: + — ...... 
a 


r a 1 
pro ıntervallis: + Pain 


II. Argumentum v iaceat intra: 











Hic ponere licet: 
ee, == 7yr—, 
sV m ” rT?Vg i 
V (s?m +r?4T%) ar c0sQ, V(s®m+r?gq T*) = sınd, 
V m T: Vg R 
— 0050), , Varta rn, sind,, 


Vm+gıTı 
. ST a ii 
ubi ->O®,>O est. 


Quibus formulis adhibitis, has habemus aequationes: 


[Geo erD Terror) 


Bu = 
m 
0.—® 


S m 
= elle 





atque: 
Year) Vle + VE )ı—VEn)] 
| ((ı+2.27)(1+4 7°)| sin mE ya, 


Hla quantitas forma P’, haec forma +:P* yaudet. 


Factor alter 
/ “an m 2 
—(s?_—_ r2\y vI-( — ”. a) Zi a r r)| 
' ay ee ° m a?—s* 








nn Ss 
b 





dum argumentum v: 


“|m 


o 1 
intra: — et 
.- 


iacet negativo, dum vero argumentum v: 
. 1 1 
intra? — — ....—_—— 

$ r 


continetur, imaginario valore formae: — P?y—1 fruitur, 
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Ergo erit pro intervallıs: 
+ 2 re 
r 


e = —l. 


2 
$ 


IV. Argumentum © iaceat inter: O et ti x. 


Va zV24)(rVze)]lavlereVe)ovea)] 


formam: 























M?’+1N? 
assumit, 
Factor reliquus, posito: 
vu +147, 
1 u rP® EN 
V (i-+r?: ya) can, V (Ir: 5 Ya 
1 RR sV*? . 
Vıursre 08 V(i+s? V*) — SmM7,9, 
in hane formam abit: 
i 1 a en 
= — cos nn + 2 sın I N, 
VIA+r:9*)(1-+s?Y*)] 2 
unde eolligitur fore: 
in interyallis: O0 .... #7 ipsius v, e=-+1. 
Omnibus collectis habemus hanc signorum e et & determinationem: 
’ a4 1 
pro intervallis ipsius ©: a a re a DE 
+ 09 
14. e=+tl, e=+1, 
. . ” . 1 1 t 
pro intervallis ipsius v: +1.... ur ti so: +- 
Ss @ 


em. ti, e=—1. 
lam vero integrale novum non modo ad eandem Tformam radicalis, sed 
etiam ad eundem faetorum ordinem reducere licet, quem in dato integrali 
posuimus. Id quod, ut ad comparationem prorsus similium integralium de= 
nique perveniamus, facimus. Inter duos casus, quos ponere licet: 


5. Y= Vi) =) 


q 
ut factorem: (1—”) in functione: ©? ES prior, ut finem propo- 


situm naneiscamur, praeferendus est, unde fit: 


r?—1\ ‚/(i—s?v° /r—1\ 1/fÜ—s?v? 
16. L, een V( 2 )-} >)» f, — u (=): l )» 











ss—l 
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id) 


0-05 red Vest). 


17. { M=yY(r.—  —), Kr (1) — (2 —1)12 ), 














| 2s ee \ a*’—s?) (—1)s’— (s?—1)r? 1? 
k ze u 2 
Le? = Flo Ir land. =) 
(r? —1) $ Ber ®—1)r? I 
sive: 
LES F,, L®?=rF,v., 


Brevitatis causa posito: 


j a } 8__ „2 . / 
18. | (>) V (>= ;) =q, —} 


facile intelligitur fore: 











sn, 
. n 
u 
pn | md 
et” 
Bu} 
nr 
\s 
er 
Ft 
n 7 
Lv) . 
un Div 
cd 
vn) 
. 


l>->->- >. 1 
r; $r Qy a 
si fuerit, quod erat propositum: 
RE 1 1 
u DD Due 


Ponamus porro: 


20. sIL +? = PRe= —Y(Z)( ILE+ILE) = Pr. 


r* 


Quibus igitur quantitatibus ommibus introductis, ex additione integralium 
aequationum (9.) et (10.) hanc memorabilem adipiscimur aequationem: 
J; (FRÄv?+-vF,v’)dv 
Y(lioı 


' Er ‚(1—sv)] 


Pt: t „U)dt 
= em | /voc POERNE wer ‚Jar 


Ye ) Ta rn fe} 


L/ 


ef er fe ur di, 
VI-(-1 (1—.a? t?)( u Dee il; 


ubi signa e et €, ut supra exposuimus, Snennisecii. 











lam igitur diversa intervalla integralis propositi permigrantes, hanc 
tabulam denique componere licet, ubi brevitatis gratia rursus sienum: 
P. u DNS 2 ,?2 \ 
introductum est. 
I. Primum intervallum ipsius v: ab —1 usque ad +1. 


Limites v, /,, &; 


HL SEI zungen 
RE ven 


prpscn pa 


Vvt—0t 








if ae P,t), di, 
—0Ot;) j 
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1 
+®; +, ut F,v-+vF,v?)dv 
V(pv 
+ 1, + “ —1, \Pv) 
jäate P,t}) dt )dt, 
u: V(-0) vos y 
Secundum intervallum ipsius v: ab 1 usque ad E, 
r 
. . a 1 1 
Il. Tertium intervallum ipsius v: ab EB 
. 0 1 1 
Quartum intervallum ipsius v: ab - - —, 
{ < dA 
Lim. 9, tus Eu 
\ E. a BR y | 1 
1 dis 
es x, Se 
4 i 
\—, 10, —IXx, “(F, ar *)dv 
d r )) 7” Di 
Fr, 0, “n =—/ iBg+ Para, I(P,t, en 
e Ä Vv(—6t) ; Vv(—9t, 
4 
a bi 
a 
\ a’ a 
Yur: . us N 
I. OQuintum intervallum ipsius v: ab & usque ad — — 
m 2 
Be, Tin Bas 
c 1 =. (P ne t)dı 
a ’ @a , a ® V(gv Bi 
(0 1 RE ° — j2a32 + P;t t; ‚di; MX P, t- +1, P, t, 
N ER v—-9,) ne ara 





| JFrtoema 
\ Yon 
\ = 





m 

$ 

. _ [AP u hi P,t!)dt, PMKP,t,+t:, P,ı,)dt, 
H a en 





u 
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. ie 1 
IV. Sextum intervallum ipsius v: ab —— usque ad —1. 








) 1 1 
er u a’ 
’ 
I—--, 0, 0,\ 
| Ja F,v*)dı 
rt U, O,f \ . V(pv) 
e) \ 
{ ) ar . HM(P,E tt, P,ti)dt Fi! +1: P; 1,)dt, 
wi 100, ie u € V(—0t,) “ vi) 
F d 
( 1 
ui 
a eh |, 


V. Imaginarium intervallum ipsius v: ab Öad Kıx et —ıw ad 0. 


N ei 
“F, v4 vF,v*’)dv 

















“- 
a 
® 
S| 
— 
Nr 











. k:; fen 11, P,t!)dt M(P,t,+t, P,t,)dt, 
[ i% 7 v9) | 2 7=_ 7 BEE 
Rh Giant v?)dv 
—100, - y — 
Bi. V\pv) 
1 Pr. yUBzE+wPemat | FIRE + Paar, 
v, —, | Fo V(9:,) . Vv(—6t,) f 


@uomodo transformationes modo inventae invertantur. 


Transformatio, quam modo exposuimus, memorabili gaudet natura, 
ut protinus inversa ad se ipsam reducat. Sequuntur enim ex aequationibus: 

















1 „ r: ®—1 s® s®—1 “ s—1l a’—r? 
ı 7" 92 'r2—1’ : ri]? ı rl as?’ 
hae inversae: 
Er ERR | .__ og 
) 2— rı S; 2 s—t = S, 1 a; r, 
u. aan 2, ® 2 — . a . 
® 1’ r?—1?’ r—l'a?—;?’ 


atque ex formula igitur transformationis: 





haec inversa: 
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Positiva huius aequationis quadraticae argumenti v radice =v, , negativa 
=v,, posita, habemus has formulas, quae cum formulis (16.) artic. IV. 
mutationibus necessarlis factis, prorsus congruunt: 


. u VEFEH)], VE). 


Quod attinet ad numeratores, habemus ex aequat. (20.) art. IV. substitu- 
tionibus (2.) factis: 








st —1 R & r 
Ye) L’+ Te = Bi, 











atque: 
—f 
ne A) L,e—a, 1, = Rt, 
unde sequitur: 
e al —1 1 
. IM: ==. (Pi +P,9Y) ( —): 
° Ä 
[Tr = —(r, P,?+P,e) ( ). 
s,. 7; 


lam vero cum Äuerit ex aequat. (17.) art. IV. substitutione (4,) facta: 
u ‚(fr —11-—s oo; 
F,v? — Pr (= as = Il,t‘, 





-1 1--rtt 
Y ’ e —1 12 Pr 
Fr = Ra: = . 


sequitur, aequat. (6.) attractis fore: 
Apr er ler? —1 1 
Fe= (Pe+BAYGH) GC): 
ds 4 
Fu =—(nPır+P,t)( ). 


ad 





Contra introducta inversa transformatione, ubique 7, s, @ cum r,, 5, @ 
commutatis, atque Z cum v, hunc numeratorem, ex aequat. (20.) art. IV. 


deducimus: 


g 


8. (s„PE+PBNM)— AR =) („P,e+Pr)v, 


ubı loco functionum: 





Pf, Bft, 
hae sunt ponendae secundum aequat. (4.): 


BES ETL “u BEE, 








si totam expressionem ad functionem argumenti v vellemus. Qua nume- 
ratoris expressione cum formulis (7.) collata, invenimus, numeratorem 


transformationis inversae fore: 


g (s— „VZ a) [F,v”+vR,v)]. 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XVI. Hit. 3. 33 
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Huc accedit adhuc multiplicator M (17. art. IV.), qui isdem substitutioni- 
bus (2.) factis, sit: 


10. = Venen 





Quibus collatis nanciseimur ex aequat. (21.) hanc: 


/ (P,t?-HtP,t?)dt 
V|ı— 2?) (1— a?) (I—r,t)(1—s,t)] 




















(s,—r;) ns pr au (F vv, F,v’)dv, 
= — ee Ve I. —; ; EuRIUEn 
n—l1 25: a —s, VI—(1-v}) (1—a? v}) (I—rv,)(1—sv,) 
(F,v, tr F,v;)dv, 
/v- A» )(1—a’v; N 


signis e et & simili ratione, ac in aequat. (14.) art. IV. determinatis. 
Aequationes inter integralia definita inde ex hac generali formula, 
pro singularibus intervallis prodeuntes, cum iis, quae ex tabula nostra ad- 
ditione vel subtractione oriuntur, formula ex form. (10.) et (17.) art. IV. 
1 = yo. EDee)) - som Yahr St) 
2M (str) 2 r’—1) > an 


advocata, sponte optime congruunt. 








Sr a, ” 


vn 


De transformatione reeiproca formae eanonicae. 


lam vero quaestio oritur, quomodo ex transformatione modo pro- 


posita, ad transformationem integralis formae: 





Fz.dz 
Ir z,(1— z) (1—k*z)(1— 4?z)(1— u?z)] 
perveniamus. Quem ad finem in memoriam revocare placet diversas duo- 
decim substitutiones art. II. commentationis memoratae, quas in formu- 
lis (14.) et (15.) articuli primi exposuimus. 


Posito ıbı 2 =D et 


1 1 1 1 
= +1, .=+., Betz ut = 4=—1, 


et 
a, in ordnem = U, =, =, = U, =U 


habemus has duodecim formulas, quibus adhibitis ab integrali 


f (F, v?+vF, v?) dv 
JYV (1—v?)(t—a?v grerg 


ad formam canonicam revenire licet. 
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Classis A. 












































Limites ipsius 2 0... 1. 
1 1—v R7, Ra 
2 = -— . 1+vV 3 ® “ ° Limites IpSıus 7 1 . ° EM 
BER r 
BE De BR ach 1 1 
% sär i-—u’ ; ° r er 
5 a—r 1—sv 1 j 
1. — ae —py? ” ® . ud s ru 
. _ a+s l-av = 1 
eo Sp i_;y? B a a a . ” a ® 
„—_ a+l av+1 1 | 
a ee | u? F 
a—1l v-+i 
"TR "av+1’ ö u TE BE En i . 1. 
a Classis B. 
Limites ipsius er I. 
s—1 I—rv a EEE 1 
s= um +. Limites ipsius v . v 
. —_ a—r 1—sı 14 1 
il s—r 1—av’ $ r' 
REN: a-+s 1 av 1 1 
"Ta—s'I+avV’ ° Fe ri 
.__ a+1 1+av . \ RR. 
a da "14V >) » 5 ’ a . . Eu l a » 
„_—_ 1+a1-+v ie 1 
> Ze 1— a° u ? » ® 2 . * . a . 
r+1 1—v 
Ey ie >77" BE BE FE El Ze BR 





Inde duodeeim modis, sieut iam in primo articulo diximus, inte- 


erale formae: 





/ Fz dz 
V [z(1— z) (1— k? :)(1—4?z)(1— u*z)] 
in aggresatum duorum integralium superioris formae transformatur, si in 


formulis: 


. ee). + EEE). 


s—1 











loco ipsius v valores ex duodecim formulis prodeuntes substituamus, quan- 


titatesque r, Ss, @ ex modulis, quos ut datos supponimus, k,A, u, deter- 


minemus. Jam vero facile intelligitur, has omnes duodecim transformatio- 


nes, ex una qualibet earum, substitutionibus duodecim fundamentalibus, 


33 * 
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art. III. commentationis memoratae, quarum fornulas in art. I., 10. pro- 
posuimus, adhibitis, ita ut singuli cuiusque integralis fundamentalis modu- 
los ut datos supponamus, quantitatesque k, A, per illos expressas, in una 
illa substitutione introducamus, eodem modo derivari posse. Adiiciamus 
adhuc necesse est, transformationem, ad quam pervenire velimus, talem 
esse debere, ut intervallum O—1 quam commodissimo continuato calculo 
convergenti determinari possit; quam ob rem tales superiorum formularum 
omittere licebit, quarum intervalla argumentorum /, et 7, cum intervallo 
O— 1 cohaerentia imaginaria sunt, quippe quae per fundamentales substi- 
tutiones ad reales reduci nequeunt. Itaque secunda atque quinta utriusque 
classis formula extemplo negligi debet, ut ex tabula in art, IV. desumitur, 


quae docet, intervalla: 
1 1 1 
r . s ‘ Ss >) ——n a . ..o ne 1, 
exprimi per intervalla: 
+10 ...0, ET 8 Dis. tim, 8 ..+, #1 


Wi 


Primam igitur formam prioris classis, quippe quae omnium simplieissima 


est, adhibeamus: 
Fe tl 
TE I+v/? 


[ (F,v"+vF,v?)dv 
J VI[A—v?)(l— a*v*)(1—rv)(i—sv)]* 
Habemus ex prima substitutione elassis #. (art. Il. comment. allatae) 
2) — f 1 ») 1 [a--1 7 -— 1\ | 
s Bell), well, we) 
ri s—l r-+1 a—f| r-+i ati 9 


unde sequitur, cum £>s>r esse debeat, fore: 


. ea ur ae 





in integrali : 





























ro Ian? k?— Au ’ A— u? 
x ., 1 E u Fi 
- sechnb eis 
8. Ad—v)(l—ev’)i—rv)(l—sv) 
; Re | 64 A* u* z.1—z.1—k?’z2.1—1?:.1—u?z 
= (—1)I-; ron yoryyz pmyeye rer, 1, 
(1 Au). (kr— Au) (A— u) A+Au:) 
— Au dz 
9 u. (i+4uzj?? 
‚fl—Auz\? , 1—Auz 1I—Auz\? 
ton = an (zeE) 12 7, (I<hus) 
10. Fvtrvfv Amer T3an;# I+Auz/ ” 
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Quibus omnibus formulis collatis, nanseiscimur, posito: 
1—/uz l— Au: 1—Auz 
11 F (Fe +): () u Vz, 
2 . ze ‚12 
I. YIa—AW Ran] = 


hanc formulam: 
12 e,N.wyz (i4+Auz)dz (FR,v®+vF,v®)dv 
 VI-@Al—z)1—k’z) 1A’) 1—u’z — ya: )A—a®v*)I—rv)(1—sv)]’ 








ubi signum e, determinatur ut signum nt: 
2. N Ve 21-2) (1-R? 2) 1— 2? 2) 1— az) 2) 
(i+-Auz) (d— v2)(1— a?v?)(1I—rv)(1— sv) . 
Eodem modo in integralibus: 
Bi: P,®-+t,P,t)dt 
Vi—-(- ı)(1—alt?)(I—r, {)(1—s, t)] 


substitutiopem similem: 


14. yaııt!, 1—1t 


1141? 


facientes, nanciscimur, modulis per ce, /, m significatis : 


1 ee), Fee, ee 


lam vero ex aequat. (2.) art. V. valoribus ipsorum 7,, Si, @,, desumtis, fit: 
Eu. FR rV (s®?—1)—sV (r?—1) s,+1 _ V(s®—1)+V (r?—1) 
\ 7, +1 —,V(s —1)+sY (r?—1)? s,—i V(—1)—V(r—1)’ 
er 4, —1)V (a?—r?)— V (r?—1)Y (a?— s?) 
= Ye DVG LVRNVeIE) 
ibique valoribus ku he r, 5, a, (6.) introductis: 
17. r,—1__(—k)(k— Au) s; +1 __  A--k)(k—Au) a,—1 rs Khıushrug 
eu —(A-+k) k+iu)? sl " (A—k)(k+Iu)? a, +1 kh u, + Aıu;? 
ubi rursus positae suut denotationes: 
vi—-Y)=y‘, vi), VEN) En, vyvR-e)=i. 
Inde denique prodeunt ex aequat. (15.), hi novorum modulorum valores: 
Pe Br, ia (1—k)('k—Au)(kA, u, +Ar ux) 
k+-Au/ ? ——AF+k)iktAu)(ki, u, — Ar)’ 
2.__ (—R)(k— Au)(k), u, — Ar ur) 
AHk)Kk+Au)(kh,u, + Arm)‘ 
lam rursus relationem inter modulos ce, /, m, et k, A, u, reciprocam esse, 























16. 




















15, 





aeque ac relatio fuerit inter quantitates 7,, S> %, ek 7, S, @, ex his 
aequationibus patet: 
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= ae = Im RER) ,ım = wand. 
19. ö k+iu? (I+k)(k-+Au)? Tin (1--k)(k-HAu)? 
N _ c— Im X — (d—e)(e — Im) A 2 2c(l-H- m) 
sm’ —IFo)otm HM aro)eotim)’ 
2. —_ ku 2k(A— u) Au __fc—Im) ?2c(l— m) 


k+ 7 (I+k)(k+ Au)? —  (e+!m) (1+c)(c-+/m)* 
quae facile, altera series ex altera, deducuntur. Habemus ieitur formulis 


(17.) et (19.) in aequat. (14.) substitutis: 
_—_ A-+k)ı k-+-4u) 1—t _ 1 1-: 








‘eo — z 
=D. — (d—k)(k— Au) 1+t Im 1-t? 
unde sequitur: 
u En 
. — 4-+-/my” 


atque posito: h 
I—Imy\® | — Imy —Imy 
2, p(zimn)' 4 (im) p, (mim) y,y 
ne r I+ Im} Tr l--imy 1+-Iimy Y Y 
235. = Be vIA—/m)(e—Im)], 

94 -e;N, vv, y(i+-Im'y)dy (P,t?+HtP,t?)dt 
 Ylylı-y 1—c’y)1— 1’ y)(i—m°} ] "IE (1—t?)(1—a3t*)(l—r, t)(1—s,t)]? 
ubi siguum e, congruit cum signo expressionis: 


95 ( 1 ) y( er een) 
wer 1-+-/my — (1-12?) 1— a? ?)(1—r, t)(1—s;t)/* 
Si formulas (6.), (7.), (21.) in formulis (3.) substituamus, duabus 
substitutionibus coniunctis, adipiscimur has formulas: 
/t & 4 e\' ee; 2) 
mtr) _ kt ohu | Nr — hu I+Auz za Ee ) 
( +1my,/ TA 1— Au) wi Ber -) Ze 1-+-imy,}?’ 
1— u 1+/u:z 




















sive: 








| are) 1-7 ) | 

6, med er 1 k AR a 2) 
I+imyy/ \(1l—z)(1—A'u?z) I+imy;}’ 

ubi areumenta singula y, quae argumentis Z, et Z, correspondent, per y, 

et y, denotata sunt. Ex formulis vero (12.) et (24.) et formula (21.) 

art. IV. hanc adipiscimur integralium comparationem: 


I _e, N(l+Auz)wr dz 
‘ VI-: 


s(1— z)(1—k?z,(1— A? z) (A—u?z)] 
— —e:MN, fi ae en BE 
V fy; I—y,)(1—c? Yı) (1—1?y,)(i— m? m?y,)] 
-/7 ee, (I+!my,)w,y; dy; |; 








y,;, 1—Yy,)(1—c?r,)1—1y,)(1— m?r;)] 
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ubi signa e, et e,; congruunf respective cum signis expressionis (25.), ibi 
y, et y. substitutis; signa e ef e per (4.) art. IV. determinantur, quantitas 


M hac formula exhibetur: 
(A—u) (k?— Au) V( (k?— A? u?) (1—Au) ) 
4iu (k?-++Au)(k?— 72) (k? — ur)) * 
Quantitates /V, 2, ce, /, m, N, Yıyı, Yıy. ex formulis (11.), 
(19.), (22.), (23.) desumuntur, 
Iam vero de limitibus argumentorum integralium (27.) disserendum 








23. M= 


est, quem ad finem intervalla: 




















1 1 1 
= Dee 0 ..00 1 ..0.o %2 .. 0 yE ni ° w: a x, 
1 1 1 
——— OO . 0. +. . m 1 we herr teen a ui ee er ea ei 
0 1 c® 2 m” m. 
in utroque integrali respective primum, secundum etc. vocemus. 
ana I. 1 k? l 
Limites arg. 27 — 00, 0, 1, 429 729 2? 2212 12 29 
cohaerent cum 
ra a 1 1 1 1 1 
his limitibus arg.v: —1, +1, ee U re 
u 1 1 1 c? 1 
Limites arg. y: —%®, 0, 1, 5; PERL m:? m?’ Bm? 
cohaerent cum 
1 1 1 1 1 1 
his limitibus arg. Z: —1 1, —, —, , — ——, — — e 
g er ee 
Ergo ex tabula art. IV. sequitur integralis dati intervallum 
* . ® >” Y { 
primum exprimi per intervalla: 2 et > . ...%; 
I EyrE 
secundum = = - .-..- 1; 
e tertium - - . -.- - per intervallum imaginarium; 
" \quartum - - - .-..- 95 
quintum 4 et ii B. 
juintu ee 
sextum .- 0 08... 0. 5 et intervallum imaginarium et 1. 


Dum enim argumentum = per intervalla: 
4 Bi. 1 


u unten & ” 
$) Au? ’ ’ k2? j2? Au? u®? Ai ur? At u? 





pergit, argumentum y, ita progreditur: 





a 3 Sn, ı 
c?? 1% ? Im 1 a8» Im? $) 


E:; 1 
29. 0, 1, 0, —— m ımagS. Im’ 2? 
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atımıe argumentum Y; ita: 








1 1 EB 1 1 c*® 1 i o@ 1 
| — OO. —— 1mar. er —. Se 
“> 2m? ’ Im 2. Ti m?’ m?’ mi’ Im 'NaB Im? 
Formulis ex (19.) sequentibus: 
k? — Au c* — Im k?—Au _ c®—Im 1— iu c?--im 











k(A—Au)” c®+Im’? K24iu c(1— Im)’ 1474 c(1-£1m)? 
adiuti, videmas substitutionem nostram reciprocam esse, et fore: 


30. 





ee + nr e BE 4 
a (ce? —Iın)? c® — Im L-+-/my 
I+2uz/ ce: (I—Im)* t et zer) 


1—1n 1+-/my 





1— Im 


VI. 
De transformationibus formae canonicae, ubi argumenta zety, simul in intervallo O—1 iacent. 

Jam vero transformationem hanc reciprocam ita commutemus ne- 
cesse erit, ut utriusque integralis argumenta z et y, intra intervallum: 
0—1 contineantur, adeo ut directam utriusque integralis comparationem 
adipiscamur. Quem finem octo diversis rationibus nanciscimur, transfor- 
mationibus fundamentalibus (11.) art.I. adiuti. Nimirum primum argu- 
menta y, et y, per sextam utriusque classis transformationem commute- 
mus, simulque argumentum 3 per utramlibet primam utriusque_ classis. 
Inde quatuor emanabunt transformationes ea simili natura gaudentes, ut 
utrumque argumentum: Y, et y, in codem secundo eiusdem integralis in- 
tervallo iaceat, dum x in secundo contineatur. Tum vero argumentum z 
per sextam utriuslibet classis transformationem commutare licet, simulque 
utrumque argumentum y per primam utriuslibet classis, unde rursus qua- 
tuor transformationes derivantur eadem natura gaudentes, ut alterum ar« 
gumentum y in secundo, alterum in sexto eiusdem integralis intervallo 
iaceat, dum < in secundo contineatur. 

Itaque banc octo transformationum tabulam composuimus, ubi per 
=, k, A, , integralis dati atque per YıYy. c, /, m integralium novorum ar- 
gumenta et moduli denotantur; brevitatis gratia haec signa adhuc intro- 
duximus: 


u) 


VENEN, vd, VO; 
vi—k)=h, vi-a)=\, vil-u)=ı; 
ve—N"N)=]/,, —m)=m,, vl—m’)=m, 
vi—-M)=:c; vi—P)=|], v’ii—m’))=m,. 
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= 


I. Argumentum = per primam classis A, substitutionem, et argu- 
menta y per sextam classis D. commutantur. 
Formulae: 
n_r: _ Mu? 
1-— 1—1, Cı)Yr Fr V f n (1 5 )) er. _1—l(i-1, Cı) Ya 
1—(1+1ıcı)yı Pr (1—z)(1—4?u°z) 1—(1+1,0,)y2° 















































Moduli: 
FT 1—k k—Au kA, Up —Arlık RR 1—k k—hu Kay Ar 
| 1+-kkt+iu ki, ur + irur ? ı A +k kin ki, un —hrur? 
’ I 
mn, = er ” 
Limites: 
Interv. zi 00 Bu‘ 0 1 z Ei „B 2 a ; x 
« wu t u’ % E) k? ’ 1? ? Au’ er’ Aa u® ’ Au ® D) 
Re ©. = 1) 1 1 1 4 1 1 ima { 
Yi a a BIT I. Pe en. et 
- -97,: 1 ol 1 - imag « E wi = - ima - i 
ne. ie et teen et ee ae 





Il. Argumentum x rursus per primam classis 4. substitutionem, 
atque argumenta y per sextam colassis f. commutantur. 
Formulae: 


(n_-ealı—e\; 
1—(1—m,)y, — —V f x) (1 Be )) an _1-(U-—m,)y: 
1—A+m,)y: (1—z) 1—%? u?) 1— (1+mı)y3’ 
Moduli: 
'c? OR 1—k k— Au kA, u, — Arux 
a T IHR ktiu Kid, u, + Au? 
p — 1% k+Au ka, u, — Aklik 
ı TA+kk—u'kh,u, + Arux? 















































a __ kA,u —Arux 
m" zum . 
khu-t Artık 
Limites: 
r 1 1 1 1 1 x f 
Interv. <: — 00, er‘ 0, 1, Ei 32 Au? u?’ 22 u tu?’ N. 
a t t 1 Ai N 1 1 1 At 1 imar 1 A 
Yr: , ca , , I+m ımaz. eh — — 1° m?’ -M; o® 14m,’ 
° ar 1 p m; %, 1 | 
.. u “ 0 e -0. 
Yz 0, c? m?’ 0, 1+m, Imaz 1-m,’ Oo ’ I2-m?’ ’ 1-m, ımaz 1+m;' ) 
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III. Argumentum z per primam classis DB. transformationem, et 
argumenta y per sextam (classis B.) transformantur. 











U 
1— (i—c,1,)yı _1 Er a ur — Az u >) _ 1— (1-c,1,)y; 
I it 0) KRZR FR U) Ru) I (tebı)y: 
Moduli: 








2 fl (k— Au ir — Ara 

- Fezalk nr, (= ti + ), 
1 ((Z*) aa raZa 2 
ı TURM — Au \kh, ur Fir ur)? 


m’ Ca ur — Ar 3}: 
| Kaztrt Ar tu 


Limites: 












































5; . ” 0 , tat, 1 Mui—ur huhu a ee t 
nier®, ° —. = ru 
’ ’ KA tA,u, K’’ Muitiu,” K?A® u an, 2’ PL u Arte, m 
1 ” 1 0 — 80 0 ! nn 1 1 1 1 
- .- Yy2 7 — Im I —— | Im. ——, — u —, 
ae 7 er ee ’ Irıo,° mes mr SP Z ZEEe > 
i 1 1 1 1 1 m} { 
ern ver Eee 7 
u ad er u ti/ıe: 1,6; c m, ( c 
IV. Argumentum z per primam (classis P.) transformationem, at- 
que argumenta y per sextam (elassis #4.) transformantur, 
Formulae: 
„srl „Ay re et Bimb rw“ | I—-m,)y; 
1i—(i+m,)yı X (A? — 4: u?--/lu! 21 —(k2 A? u2)z] "1—(I+m,)r." 
Moduli: 
Bee (EI E —4 a 
RR I4+- 1) \k + iu el, en ’ 
p = ‚+4: er) 
Zus k+ u Er - hu, 7)? 
k- ey 
EUR m, N 
ui \; +zu: f 
Limites: 
A,u,tiı 1 Au ek A“ kun hu, { ku,-A, a 1 
Interv.z: wo, O, 4, a, 7 777m Jaeger iR» 797 — . 
k? % u,rA;u, Koh Mu +Aru® 1® A| u, - Au), b. l Au, hr u? 
u. 1 | ’ ) ; 1 { | 
ee. : — 11 — , ’  — — Im. — | — _. 
Fi k- m, + ın ce” . i+ m,’ iI—m,’ Br pa’ m’ 
7 | e | | 1 " 
eg - in. ———, UV “Fe V, —- ID. ———— x — 4 X 





- s I r 
I- m, Iym, nt 2 I+ za, I—m,' ’ A 
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V. Argumentum > per sextam transformationem classis P,, atque 


argumenta y per primam classis 4. transformantur. 











Formulae: 
/ | =.':, 
ie „(1 -Hh, 
i— Imy, __ y ach Aa u, ) u 
1 /ny; En“, [1 - (1—#R4R)z] Pr — 1+1my,° 


Moduli: 
Pr KM, us), Dr l— Eee ae Eeetern:! 
en u, tk,’ I+ u, /\u, +k,4ı/ \u, kA — u; ur)? 
ah u fe: SROHAN, 
1+u,/\u, 4%, 7,/ \u,kA+ u, u 


Limites: 


w 

















1 1 PR t a 
Iuterv, z: — x — ru. B —, . — 
5 x, 0, I+k,A,’ 1, 1-7? 322 u? 2.Krir? k:’ u. 1: ‚A 72 ’ wu? 
1 1 ' i 1 1 1 „ 
=» # Was u 9 0, ? 0, Eu um, et 2 ’ er 2° Than 
1 or 1 a 1 | 1 c? 1 mn 
z Im’! ’ Um ' Im . Im’ m’’ & m?’ m*’ Im n" 


—— mn nn nn 


VI. Argumentum 3 per sextam transformationem classis 4., atque 


argumenta y per primam classıs 4. transtnutantur. 
ra 




















E 4 
l— » x 1+[ ';) 
1—Imy, ach /f hi )( IE RA I—Imy, 
1+-/imy, L u? — k? u ET 
+ a V dr: 2) (14 u :) + Er 
I 
Modul:: 
= (2 - N Po e =) es: hy a en 
Air’ tk, / \ur kit? iz Ak, amt? 
u (a —kK;, eH ) (Fest 2) 
rt k,/ \ut 2) \R2, at ikı wi 
Limites: 
2? kN 1 1 l | ) 
Iuterv. =: — IC —_ u 1 A Ze — u Pr 
. ui-ki ae Pr ’ 1+u’ u R* A? gi” l- :, 
{ 1 i 1 n.;; 1 | 1 
: — _— n. — —- — — Ilm. —, i 
A 12 ’ Im " Im’ 0, 1, 0, Im - Im’ 13 ec? 
A — — IM. — — m, , x, —— ım —, —, D_ 
Y2 Be | Im Im’ . I? m?’ ; Im {m m?* Im 
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VI. Argumentum z per sextam transformationem classis B., at- 
que argumenta y per primam classis B. commutantur, 
Formulae: 














/ f fr u? a 
dl, m,—l. m.)—(c?l, m —le Mor) = y = e fi =—- m a an au Enzo 
U, m, +lemc)—(c?l; m, +leme)Yı \ 1-(Mi—KMA)z — Mımz+leme)—(c? lm; +leme)y2t 












































Moduli: 
1? u fer et (1=e:) Hı—k, .) N 
Hıtkı dr) ? 1—m? 14 n/ \ur kr dr) \urkk—murd? 
c?—1? ve. Erfah ee), 
1 —1? 1+u,/ \ur +k, 4,/ \ur 
Limites: 
1 1 E 1 1 1 1 
+1pS. &: — OO, O, irR,i,’ MR er ar 7° 2. FE w’ 
„yi: te 1, 0, 1, I, tleme . mt. 3 . En m,T,- lem. ’ 
cm, !,+lem. © IE me c’m,!,-Im. m m?’ c’m,!,-Iem. 
!,+l.m. 1 m? m en _m,1,-Ime 1 c?— I” m”? 1 m,!,-Im. 
"JIs’G RITTER, c? A mit )5 ce’ o’m,l,-Ime co’m,l,-Ime P’o’-Pm’-c m’ PR °’c pe 7 





VIII. Argumentum z per sextam transformationem classis A., at- 
que argumenta Yy per primam classıs 3, commutantur. 
Formulae: 


/fa-2 2) (1, Bi, ) 

















Im —lem.)—(c”], m, —.m.)y, nu . E (Am —iemd) ieh mem 2), 
! m +l.m.)—(e’l, m, +lem.) Y, V re n?- k® en (m, —lm.)—(e’l,m,+lem.)Y, 
Zi : (t-2°:)\1+ —o—: 
{ J 
ı 
Moduli: 
a fe as e—m’ _ GE IR \ )(@ —. )(hmzike) 
Nu, t+xr,4/? 1— m I, Fr /\e tk, 4/7 \eh, art rk ma f 








ae ” — (2) ne nee, 
1—? T N, + Nu, +, A, / \kh, ur ik, m 


Limites: 

















„7 k? ö 1 f 1 1 1 Y 

Zi 80, u TB ’ I+u’ ) Pe vER ar’i1-u, 

i m,!,- Im: “ m, T,+l.m. N N 1 m ,T,+lıme i m,T,-Ime . Pr. 
I’ mi’: u ze ge c’m,!,+leme’ r u ’ o?m w mt +. m. e’m,!,-Ieme’ m’ 

1 m, T,- Tem. “ m,l,+/.m. 1 : m2-(c? 7 m’) 1 m,I,+leme » m T,-Tcme 1 

‚_* un - — _ h ’ 
Ya: 7° c’m,!,-leme” ” c’m,!,+leme’ © r - (m? ’c*’ cm, 1, +lem.’ c’m l,-lem.’ U 
c? -1? m? 





[2 
c’-I"’m?’-c’lı mY, 
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VI, 


De ceteris transformationibus formae canonicae, 


Oaecunque transformationes ex transformationibus fundamentalibus 
ceteris in transformatione art. IV. introductis, oriuntur, aut ea natura cA- 
rent, ut utriusque integralis argumenta = et y, intra intervallum O—1 con- 
tineantur, aut cum his octo modo expositis prorsus congruunt. Id quod 
hic adhuc accuratius exponere placet. Ex art. IV. patet, ne ad intervalia 
imaginaria devehamur, argumenta v et Z, et f, nonnisi per transforma- 
tionem J., IIH., IV., VI. utriusque classis, commutari posse. Ex defini- 
tionibus igitur tabulaque (28.) art. II. commentationis supra allatae nancisci- 
mur hanc intervallorum tabulam: 


Interyalla ipsius v . oc. . 1, 2, 3, 4, 5, 6, 
cohaerent cum interv. ips. tx: x . 2, 1, imag. 5, 4, Imag., 
BE kfireıe ererrhiareı 5; imag. y, 6, IMAg., 
Ila 'ntervalla ipsius v fiunt; 
intervalla integralis formae canonicae. 
per primam substitutionem el. A.: . 1, 2, 3, 4, 9, 6. 
per teriam - - - cl.A.:. 95, 6, 5; 2, 3, 4, 
per uattam > - - c.A:. 4, 0, 6, 1, 2, 3; 
per sexam - - - cl.A.:. 2, 3, 4, 9, 6, 1, 
atque: 
per primam substitutionem cl. B.: „ 3, 2, 1, 6, y, 4, 
per team - - - cl.B.:. 5, 4, 3, 2, 1, 6, 
per watam -— = - d.B.:. 6, y, 4, 3, 2, 1, 
pr setam - - - c.B.:. 2, 1, 6, 9, 4, 3, 


Haec vero intervalla ipsius #, et 2, respeetive per respondentes substitutiones ita commu- 
tantur, ut fiant, argumentis duobus novis per y, et y, designatis: 


Yı» Ya» Yıs Ya» Yı» Yas Yı» Yays Yı» Ya» Yı» Ya 
per sextam substitutionem el. 4.: 3, 1, 2, 2, im,im, 6, 6, 5, 1, im, im, 


per quaam - - - d.A:95, 3, 4 4 m,im, 23, 2%, 1, 3, im, im 
perteriam - - - 1.4.:6 4 5, 5, im,im, 3, 3, 2, 4, im, im, 
per pimam - - - dl.4:23, 6 4 1 im,im, 9,95 4 6, im, im, 
atque 
per sextam substitutionem cl. B.: 4, 3, 2, 2, im,im, 4 4& 5, 3, im, im, 
‚perquaam - - - d.B: 5, 1, 6, 6 im,im, , 2%, 3, 1, im, im, 
perteriam - - - dB: 46 5, 5, im,im, 4, 4, 2 6, im, im, 
per pimm - - - d.B.: 2, 4 3 3, im,im, 9%, 9, 6 4 im, im 
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Inde clarım fit, quamque transformationem, quae ex Äta classis 4. 
et (7— K)ta classis 4. vel B. conflatur, congruere cum tali, quae ex (X + ?)ta 
classis BD. atque (7”—KF2)ta classis B. vel classis .;. conflata fuerit. Ubi 
superius vel inferius signum adhibendum est, prout ne ad secundam vel 
quintam utriusque classis transformationem devehamur. Inde clarius fit, 
ut finem propositum adipiscamur, argumento v per I., III., IV., VI. utrius- 
libet classis transformato, argumenta Z, et Z, respective per VI, IV., IM., 
I. utriusque celassis translormanda esse; atque sedecim has transformatio- 
nes ad octo diversas revenire. Jam porro adiiciamus, ad easdem transfor- 
mationes nos pervenire, si in aequat. (15.) art. IV. ponamus: 

fe = Yeah) 
q a? — s? 
Ouo facto, loco formularum (16.) art. IV. adipiscimur has: 
2 63 2 „,2 
re ee 
u fm? 
= use VERINU-NEEE))), 


sive posito: 
fa?’ — »? V r—i\__ rı/ ——_)= y a?— s? 
| a?—r? st—1 ei V a? - r? ud. a’—r?: Eng 


hanc seriem 





J 


























>. >->1>-1>-1, 


a,; Tyr a,, 


4. 


atque 
oO = (1—tf)(1— a), e)(l—r, I) 1—s,, t)e 


Hic vero posito Mi 
rt @,, —a,t 
2 ne (2) ) 

((uae ea duodecim substitutionum, ad seriem (4.) pertinentium, est, ubi, 


dum v intra 1 et - iacet, Y in sexto integralis sui intervallo ab O profi- 





ciscitur) adipiscimur, cum sit: 
rd, N rV (?—1)—sV (r? 1) RER 
r,t+ Q,, we rV (®—1)+sV (r®—1) Sr 


(er) — (77) E55) 

1+/my/ 7 \®— V/ \i—r?v? 
’ ı 1— 

quae substituta formula in, wei 


Im, 








hanc formulam: 








z in formulas (26.) art. IV. transit, 


Eodem modo secundus casus aequat. (3.) art. IV., quem illic ex- 
cepimus, ad easdem transformationes octo ducit. 
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Fuit enim hoc casu: 
u. m 2 i 
le “= r, et Y = ss, 
u q 
unde adipiscimur ex form. TI. art. IV. 
2 — yt? 
8. v” = mn J 
mr’—qs’ 





12? 


atque 
9 En m 1—r?v? 


q gt 


Tabula kimitum argumentorum erit, posito: 


De Fe ME 











Limites arg. v Limites arg. t* 4 
2 
ın r 
+ 2 . ® “ . . . . a 
m ‚a 
q Ss 
- 
m »® —I 
+1 j BR her 
en | 
l 
> —, » 2 . . “ - . (0) 
r 
10. { + 2 - e . . . . .*® 
\ $ 
1} 
f m\ fa?—r? 
+ . s e a " (")( ‚2 ) 
a q u A 
ın 
() v ® « ° sc 
q 
2 
. m r 
+2 »® 5 . v u 5 - e ” u 
q 58 


tadicalis vero novi iutegralis fit: 


wu A RE 4 
ve Tr EEK r 2(ı- 4), 
quam, ut in formam rursus integralis dati: 

va Ha AU—rdA— N] 


commuftemus, ponanıus necesse est: 


m fa? —s? | no) /{s?— IN s,//a’—r? 
auf y. Kam Vz e ,)» q7,= (> eg; ı V (=) y Im : l (7) ‚ 
( 2 


























/m S PR / Bu / 2 SE\ Ur? —| 
u. \ “az ’C; ) a. >) Ve ey Are =Yt - .) 
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illic erit: 
1 1 1 1 
I>—- >> Deren, 
ı x ı Q@; 
12, hie 
1 1 1 
->—>->1>-ı1>-—1. 
x x x Qr 
Praeferamus rursus priorem seriem, cum altera ad easdem transforma- 


tiones ducit, atque ponamus: 
PR. 1 
13. a.=1, ee es et, uw=—1. 
Iam porro eam duodecim rar Tanasaca Er advocemus, ubi, 


dum argumentum v: ab 1 ad z, vel 2”: ab = ad O pergit, argumentum y: 


in intervallo sexto ab O proficiscitur. Ea vero erit tertia elassis B,, ergo 


ex (13.) habemus: u 
— [tr tsı\ at—1 
14. e- (et) 25, 
a aıtrr Pu a,+1 nice Si a,—1 
—a,tsı ı, —r:ı’ —Ta,+s,'a ‚1? a, +5, 0, +1? 
unde sequitur, formulis (12.) attractis: 
Gar —Sı _ rV (s? —1)—sV (r? Kse 
a, +5: rV(®—1)+sV (Ar = 
nec non ex formula (9.): 
Ger m r®—1 en) 
’ 


Imy—1/  s—1\1—r?v? 














c 














quae rursus posito: 
_— r+1 1—v 
— r—1'1-+v’ 
in formulis (26.) art. IV. transit. 
Easdem denique substitutiones etiam tertia via adipisceremur, si a 


permutatione (25.) art. I. 
1 1 1 1 
->—->- >1>—1>--, 
in art. IV. aequat. (11.) profecti essemus. De natura vero ceterarum trans- 


formationum secundi ordinis, quae simili ratione ex generali theoria se- 
quuntur, alia triginti permutationum supposita, alio loco agemus. 





IX. 
De duobus transformationibus prineipalibns integraliam Abelianorum primae Speeiei, 


E numero transformationum inventarum in eas, quae ad computa- 
tionem integralium propositorum maxime idoneae sunt, accuratiss inquirere 
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placet. Tam vero hie nonnisi primum integralium Abelianorum primi or- 
dinis genus, quod in commientatione allata art. VI. vocavimus, hac forma 


gaudens: 
(M--Nz)dz 


1. V[z(1— 2) (1— x: 2)(1— 22 z) (1l— u*z)] 
tractare velimus, quamvis utrumque aliud genus prorsus simili ratione trans- 
formari posse, ex antecedentibus eluceat. Hoc enim in simplieissimo casu 
vera totius transformationis natura maxime illustrabitur, atque exemplis 
haud diffiecilioribus confirmabitur. 
Ponamus igitur in aequat. (5.) et (6.) art. IV. 
F,v’ u 4, Fu mB, 





unde fit eodem loco: 
IL, m 4, IL.?2=B, 


atque formulae (20.) art. IV. transeunt in has: 
r = 2—1 
P?=s4A+B=A4,, P,?=— (5) (rA+B)=D,, 
ubi signa 4, et D, brevitatis gratia introduxi. 


QOuibus formulis in tabula nostra art. eiusdem introductis, habemus 


inde pro his formulis: 
r—1 1 —s?v? 
ne vE= i) VE r® ;) h. 


has aequationes integrales: 








I. Limites ipsius vo: —1 .....—%, Mr 
1 

a En En En I, 1 r,’ Tr s i, 
1 1 

u _ - = t,: —1 A ie Fi . — 1, 


(A-+-Bv)dv 
t. Je (1— a?v?)(I—rv)(1—sv)] 


ar (s4Hr) # (A. +Boty)dt; 
eo, Van) ı VI-MU—)1— air) 1—r,t,) (ls; t,)] 


(Ao+ Botz)dt;, \ 
Hr (1—1,)(1—a* ,)(d—rı t,)1—s; t,)] I" 
1 














. . * ® 1 1 
iI. Limites IpS2us DV: uch BER u 3 we Gr Se es 1, 
g 
_ - - - L, E 1 a OO . 4 x 0.0. 0. 5; 
= = - = L,: —1 u — — Bee — 1, 
Crelle's Journal d. M. Bd.XVI. Uft. 3. 39 
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s In A Bo)dv 
IS vVIA—v?) (l-- a’ v’)(l—rv)(i—sv)] 
a (str) if (A. +PB,t,)dt, 
Er Per © —,) / VYI—-ı1-7,1—ea?)i—r,t,)1—s;t;)] 


—— / (Ao + RB, t,) dt, an, ! 
" vVjiid-t)(1—a,t,;)(1—r; tı) d— sy1,)]) " 


Ubi in utraque aequatione integrali superiora signa pro prioribus in- 





feriora pro posterioribus limitibus appositis valent. Jam vero ad art. VI. 
transeuntes, integralia utriusque barum aequationum termini in canonicam 
formam reducemus. Habemus igitur ex aequat. (7.) etc. art. VI. snbsti- 


tutionibus idonzis factis: 


| 


U 


(Vz)(1-+Auz) AA+ruz) + BP l—aAuz) 


Ex formula (13.) art. VI. sequitur signum e fore pro intervallis: 


f._ 1 | 
\ipsius UV: RENNER l m. — X, eier R, EI ER en ...0 —1f 
r . 
Ä ’ | == +1. 
psus 2 — .” TEE We Au * Au ..o0* Ö, () ou... l $) yE u? ...» «| 


Eodem modo erit ex formula (21.) et art. VL: 
1—/my 


ze 


+1 my ’ 
Yıydtimy) = A,(l+imy)+Bel—imy), 
sive formula (3.) advocata: | 
6. Yıydl+ilmy)=(sA+B)(1+I/my) - Ve) e4 +B)A1—imy). 


Ex formula (25.) art. VI. rursus sequitur signum e, fore pro intervallis: 








ui 1 
Ipsıus £: — 1 0. — OO "BR .e eo. usa ...—1 

Er p +1 
nn 1 1 1 - 
['psıus Y- a > 70.0, Os:: 1; er Kl OC 


Ex eodem art. VI. valores ipsorum r, s, a, k, A, ru Sn 0, 65,4, m 
desumuntur, formulis (5.), (6.), (15.), (18.), (19.) express. Ad quos 
adiicimus has formulas ex art. (11.), (23.), (26.), (28.) art. VI, et ex 
formula (6.) huius art. repetitas: 
ı_ (A\— u)(k?—4 u) (< Au) (k?— 4? u”) 
1. = kAw.ix. ik \ k?+-4u ) 
km (c® — Im) c:-+-/m 
vo ( ;)» 


cc} (—m) (1— 1m) (ce? — 1?” m? 
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A— l.m. /fc* — 1? m? 
8. N vr) = sem % 


c — Im 


au run ka — A? u a Fr 
” - Ki(k+An) Nor) — Alm vld—im)(e —im)]; 


EG rn ie! ) ER 









































10. 1+/my,;, (d—z)(1—A’u?z) J T 1+-Imy° 
(+ iu) A+(k’— u) B c(1— Im) AL (c? — /m\B 
ıı. A, a . i k 
ke — Ay c? — Im 
2. D= „ana in = HR Ihm 4er +imB) 
| kRt— Am i Pr van po 


Inde sequitur, fore: 
13, MN _ Born _ Cc+im)le—im), 
N (1—k’)(k--4u) 4cim 
Quibus omnibus formulis collatis, atque in aequationibus integralibus 
(4.) et (5.) substitutis, adipiscimur has aequationes integrales: 
rt auz)+ B(l—Anz)]dz 




















14. VI—:( \i—k?z)( 1—3?:z)( 1— u? z)] 
Zu [ pLO2+20440: we (1+1my,)—(k(l- -Au)A+k A-imW)B)(1- -Imy;, Idyr 
—O—(I-k?)(k+Au) . V|r(i—y)(1—c? y)(A—l’y)(l—m°y)] 








+ FREIEN ’/n)B)t+Imy,)—(kA-+ In) A+k(- Ju) B)(1-Imy, Idyzt 
E VLy(1i-y) d—e*y)(1—1°y) (I—m°y)] 
sive: 
ug A c(1-Im) A+(c?-1m)B) (1+ my )— (e(14+ Im), A+(c? ”+1m)B)\ (1—/my)ldy, 
— 4clm V|lrii—y) (1-0: Y )d—2 y)(1—m? Y)] 
+ je -/m).ÄA+(c?-Im) B) (1+Imy,) — (c (141m) A+(c?+1m) B)(1- -Imy Y:)Idy;i 
u“ Vlrti—y)(1—c®? y)(i—l?y)(1—m?y)] 











Brevitatis gratia ponamus: 
5. A+B=a, (d-Diau= —ß, 


ka+P 1+c c-+I!m 
DI EEE TPM], 


ka— P)\(k—4 M 
(ka— P)(k— Au) OR 1+c c-H-/m [ae — Im)—Ble+im)], 





16. 





A-+R) (k-+Agj? 04 "c—Im 
17 wi d—K2)A-Nz)l—wz3)] = vV(2), 
vr ii—yY)A—ey)i1—?y)ien?y)] = y(Dy). 


Quibus denotationibus adhibitis, naneiscimur hane tabulam, pro substitu- 


tione bac: (26. art. IV.) 


EP -)( Au? \ 
ar] _. V |. “) u 2) 4 er: 
I-+-Imy, ee (l— :,(1-— 2urz) = PETE 








35” 
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18. (e—Pz)dz en: +! pe byı)dyı +3 Pya)dyal 
V(—A:) Zt ‚Dr % V(Dy;) e 
al 2 1 
Lämitenipeius a =. ipsius Yı! Os...1, Ipsius ya: © em 
| 1 1 
= - - m % u acc 0, nf ne Yı“ u ..0, uns = Yr: Aue" ® x 
— A-\dz by,)d — [(a—by,)d 
19. f& [d )dz _ / Yı)dyr a Yı)dy, Te, 
: V (Az) +}, voDy) 7 vV(—-D,,) 
4 u 1 
Limites ipsius s: O0 ....1, ipsiusy,: 0 7, IPSIUS Ya: de; 
_ nal. 22. 52.5 5: ZUBE 1 
rar Dur" . = Yı: ee x el - Y>: u te Re 


Superiora signa pro prioribus, inferiora pro posterioribus limitibus praepo- 


nenda sunt. 
Inde hae inter integralia definita aeqwuationes prodeunt: 








2 (e— Pz)dz u 1 l(a—b Yı)dy, 

90 —& V(—-A;z) ‘ )  Yıpy) 
F f (e—Pz)dz __ / (a—byı)dy: 
Jo V(-A;) er  V(by,) u 


Adiiciatur adhuc, modulos ce, /, z easdem functiones modulorum 4, A, u. 
esse, quae moduli #, A, x modulorum c, /, a, ut ex art. VI. elucet; ex 
aequatione (16.) sequitur, fore: 


o (AH (R+ Au), , 
(poapmlee ta. lady) Hot], 


) _2(e— Im) (I+r)(k--iu) 
.- —ıl=ß=—! bee u. gm k \ 
(1-+-e)(c-+!m)* [« " b) n = (k— Zu) @ (A Ali) + b (k AU F 


quibus aequationibus adhibitis, relationes integralium (20.) duae in unam 








21. 








et eandem transeunt. 
Nihil restat, nisi ut per transiormationes fundamentales integralia 


ad talia reducamus, quorum argumenta inter: OÖ et 1 continentur, quo 
facto computatio ipsa integralium demum introduci potest. 
QOuem ad finem in aequat, (19.) argumenta y, et y, per sextam 


classis D., transformare velimus: 
Y 


ui = 
atque (videas art. III. comm. iam allatae) intra limites ipsius Y; O....1 


habebimus: 








2. / (a — by)dy = /, (a—(a—b)Y)dY 
VIra-p)t-ey)-2y) dm’) TSV) Am Y)A-RY)A-Y)* 
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Si igitur introducimus has quantitates: 
kN, u, a, P, 
loco quantitatum: 
m, Is €, 0, a—b, 


habemus denique hoc theorema: 


„Integralia indeinita Abeliana primi ordinis hanc comparationem 
admittunt: 


93 : (e—Pz)dz Br N Al (e'— P'y,)dy; fr (—'y,)dy: 
we 6 V (Az) 0 V(Ay,) 71 V(A’y,) ‚ 
„ubi signa Az et A’y his aequationibus, 
„Az = :(1— 2) IM) INS) (I—uz), 
„Ay=yüa—y)d—k")A—r") d—u?), 
„et argumenta y, et y, his formulis dantur: 


Pi u Au®\_ 
Re —h k)yı = Y a k" ) fs 1-14 a]. 


(+2, 4.) 7, (1— :) (1— A? u?:) i—(1+ X, 3,)y; 


ch . . 1 . 
„, Limites erunt ipsius 3: O....1, ips.yı: 0... 1,73 Ips. Ya: 1.. 




















l 
.. I+k, 4, p) 
„moduli novi his formulis dantur: 
re it i—k k—ıu Kart — Ar kk 
äh ee 
1° 4... I—k k— Au KA ‚u, + Arır 
>) 

















ı 2. 1-+k urn kl Alt, — Ai (ur? 
2 k—Au\? 
(BB en \ u 
. ip E () 
‚„‚Nominatoris denique coeihicientes his a formulis: 
u ka+p At ihRzh 








rRetru) au, hd, 2 [au + RER A], 


I% 1 y y 
ar _ 11 = Pan a. ‚ei +A, h TA; dr le KA A-W)+Au +R, A, Are, )] 


„24. 





lam ale un, , si nominatores ei formam a(1—z)+bz atque 
a’(1—y)+ 2’y applicamus, fore: 
u=a, B=a-ı, ad=a, Boah. 
unde sequuntur hae formulae: 
:__ (1+k).a—b _Atul WA 
 (l+k)(k+iu)” Au w —.. 


ER b—-(1-k)a k—ıu a ‚Mr "+kii ıhı / DIL 
6 =( a) = 4 "wi—k, ze + K4)d u 





: [2ui a— (u + K, 4)b], 





25. 











( l + k) (k+ ku) 
pro integralium relatione hac: 








274 21. Richelot, de transformatione integral. Abelian. primi ord. commentaltio. 








96, f' (a1—z)+Dbz) a F i (d—-y)+b/y)dy IE u (a 1—y)+b’y)dy 
n J/o 








i V(A:) . VAy) ’ Va») 

Inde ex theoremate proposito integralium definitorum relatio haec sequitur: 
27. f (« — Pz z)dz I! (®— y)dy 
0 V(Az) - Jo V(A'y) 


sıve: 








‘ ! (al—z)+bz («’(1—y) b 14 
ed. J V (Az) u A aan ! 


lam patet transformationem modo expositam cum prima octo ea- 
rum prorsus convenire, quarum formulas et modulos in tabula art. VI. de- 
dimus. Ut vero alteram respondentem adipiscamur transformationem, quae, 
per inversionem antecedentis orta, quinta est eiusdem tabulae allatae, in 


aequat. (18.) argumentum z per formulam s=e— —_y eommutemus, unde in- 


tra limites ı Ipsius 2: O....1 adipiseimur: 











DY, (a—Pz) dz iz = /- U 4 +5 /)dZ 
. VIA) vIZU-Z,1-e ZU—- ZA RZ] 
Hic vero introductis quantitatibus: 


kh, A, p, 
respective loco quantitatum: 
Kı;, An A, 
nec non in aequatione (18.) 
A ‘ 0 0 0 
”r u, 


loco quantitatum: 
C, , m, a, ®—b, 


habemus hoc alterum 
theorema: 


„Integralia Abeliana primi ordinis hanc alteram comparationem ad- 


z (all—z Az)dz 
„90. / _ man 


„mittunt: 








V (Az) 
vYı (a°® ee Le 2, Yz («® 1— 7) + $° y) dyı 
= +\ IX x Pau \ 
ur) DR u V(A Y) ) 


„ubi hae ie Wnc sunt: 
u \f -\ 
„As = z(l—:z)(1— #z)(1—Xz) (l—uw: 
\Un -—- . er \ 02, a 
„Azs= z(1—z)1—k"z)I—A d—u": 
„argumenta bis formulis dantur: 
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„limites erunt: 





ro superioribus signis, 2: O0 Maik. Oa.1l, Y: © ui 

„pP pP h De wo .»... 1+k, 2, ? Yı: ee... b) Ya: ee er, 
* DB * . . 1 1 

„pro inferioribus SIEDIS, > Pr 1+k,2, uo0. 1 ‘ Yı: 1 use 0, Yı 5 7°? ne u... OR 3 


„moduli novi his formulis dantur: 
10? u (es —k, ) 
” — Au, +k,4,/? 
1° — (E:)(E: re) (kr Heu) 
er I+u, u, +k,i u, kA— ur; 
ar 6 a 
2 I+u,/ \u, +k,4,/ \u,kAH+u, u, 7) 


„Numeratoris denique coeffieientes ita determinantur: 





Dr 











0) iM, 4 + P 1+ k? k” 4 2 u? /10 “0 \ 0 
— nen u: Si . — la(k— A u? B(K’LA u? 
31 \ Ifa)adk I) ar re RN w)rAR’+r u], 
u 2, k,),ca+P 443° 1: a 
FR aa I I N ı oo % oO > o 
2 . = u k 3 hy fi- k (k , ) 1 h 
n ur , (l+u,)(vıtk; ) 4r° ge le u \ )+P TA + 


EN rursus, si nominatores ad Bi a—bz, atque ad’ — by 
applicare walimus, fore: 
oma, Bub, md, Pf, 
unde sequuntur hae formulae: 


(I+u,)a—b 1+%° RP +4’ u? 
"— u} — ro k 0,0 
e (Artus; TRTaE ) 42 "Ru rka—(kKrAR)bl, 








32. 





Ii+u,)(uıtk; 4;,) 4,7 ı tkıd, 4 &K 


pro hac relatione integralium: 
33 = (a—bz)dz __ +{/ (a d—y)+b’y)dy 2 A (a I—y)+b’y)dyı 
"Jo Vı;) V(A°y) .r TO YAy) h* 
Postremo vero has relationes inter integralia definita ex aequat. (30.) et 


(33.) nanciscimur: 


3 («(I—z2)+Az)dz __ 2f (d—y)+Ay)dy 
1#; 

















24 0 V\(A:) OT V(A°y) " 
. 3 (a — b:) dz Pr ıf® (a’ — by) dy 
0 V (Az) u V(A’y) 
X. 


Directa transformationum duarum prineipalium demonstratio, 


Quamquam in antecedentibus transformationes nostras ex vero ipsa- 
rum fonte deduximus, atque planissime exposuimus, tamen erit, priusquam 


(„Zee es Ehen HR) 220 al. 


2 
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eas ad computationem integralium applicamus, haud supervacaneum, si 

brevem earum demonstrationem directam adiiciamus. Id quod in sequen- 
tibus feecimus. Ponamus has formulas: 

1 ( 1-y)+(1-% IR- Au)y Ir: FROM [re ee] 

(A+k)A+Zu)(1-y,)—(L-R) )(k- Zu)y; Pr (A+k)(k+Au)(1-y;)—(I-k)(k-Au)yz 

Ze 2 1 — u)? ee ?®__(%2+2u)? ee Er al ie 

\Ad—2u)? (A+iu: (1+ Au)? (1—Auz)?] k (1—:)(1—4?2 u?z)/? 

unde duas quantitates e et y, radices huius aequationis quadraticae esse, 

















facile derivamus 
(A? [l+R)K+Au)(1-y5)+ (1-K)lk-Au) y]? [1-Au)? (A+Ruz)?— (1 +2u)? (l-Auz)? 
en [KA+R)(KF+Au)(l-y) — (L-k)(k-Zu) y]* [(R?-Au)? (l+Aur)?—(k’+2u)? (1-Aur)?), 


quae, quia ut functio rationalis ipsius (er +] considerari potest, loco 


> 





ce . 1 4 
ipsius z posito: Er haud commutatur, atque secundum potestates ipsius 


y ordinata, erit: 








(1 +A) (2 +)u) (-Z3e*) ] 




















„ k L3u(1+K)]) — , 
[a tape)’ tin (d+E)) 4kım i+/u: 
(1+x)? | (=) ] 
> * 16 k?} u - I-+Auz/ I] 7 m 
sive: 
un nn. z (14) (KkH+Iu)? z 
14 ee Fa Trias =V. 
"(1+2u:) 4k (1+/1z) 
Introductis nie m, !, c, per has aeqnationes: 
=” kw iu a} bl er __ kit, — hr 
TTktau? BIER I+1/ \t-+3uJ/? I; Kirtir + Ar’ 


ubi signa €,, 24, A, Äı, A, %, etc. ut antea adhibentur, facile ex formulis 
(1,) hanc tabulam valorum argumentorum z, Y,, Y, cohaerentium derivavimus: 











Valores ipsius z. Valores ipsius y,. Valores ipsius y,. 
1 . j 
— —— Br % r .— oo 
an? u 1— Iici , 
0 vel +, 0 1, 
l 1 
ı wi 1 s eng 
Ar u 1-+-I!,c, 1+1,c, 
4. ep 
— vel =— u _—, 
a 24.4? 1—1,c,’ 1—1,c;,‘ 
TUR. N 
Pe ve wu? b) 12 9 ce? ’ 
1 1 An 
m’ m?*? mi— ct? 
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Inde ex hao tabula ad funetiones rationales symmetricas radieum y, et y; 
pervenire licet, quae integrae sunt, nec primum ordinem argumenti: Y, 
vel y, superant. Tales enim functiones per functiones fractas ipsius z, 
nec in numeratore, nec in nominatore secundum ordinem superantes, ex- 
primi posse, ex aequatione (3.) elarum fit. Habemus igitur cum functio 





symmetrica Yı y. pro zs=0 et zs=x evanescat, nonnisi pro: =—, 
ni . 1 m’ a 
in infinitum abeat, atque pro: z= In? fiat = Am) mir: 
2 
5, 4m? z 





Jı)2 = (m; +c;,1!,)’(1-Fm,)* "AtiAu:)%°® 
Cum functio: 
(d—y,)(i—y:): 





. 0° 1 . > ® 
pro z=0 et s= x evanescaf, nonnisi pro: s=— in infinitum abeat, 
et pro: = fiat: = ter erit: | 
Tr I Tem 


2.38 „9 
4m, ci 


- dead) pe (m; +c: 1,)?(14+m,)* ‚ 
Cum functiones: 
d—ey)i—ey) (Ad-?y)Ai—y:) 


1 1 
Be : 


1) 





pro 


A 
sn —— 


evanescant, nonnisi pro ——. in infinitum abeant, atque pro s= 
illa = c/, haec =/? fiat, erit: 
’ 2 „(14 z)l—u?z 
7. d-ey)d—cy)= e, Ray 2 
. (-Pry)t-ry) = RE 


(i+Auz)2  * 
Similiter invenimus: 








2 
9. (d-my)d-my.) = m: (#2), 











1-+iuz 
m’ — c,!? )( m’—c,R )= ef ee 
10. (1— m, yı) m? 2) 7 m? \l+-Auz/ ? 
A2 a2 
a-r2)(1-#:) 





1l. (— (1—Le)y)( l—(l—1,c,)Yy:) = Je, (+ 4u:)® 3 


(1—z)(1— 4? u?z) 
(1+Au:) ’ 





12. (d—(i+L )y)JA—(+le)y)= — ha 


13. (d—A—eZ)y)(I—(1—e, Dy)=Hh Ce 
Crelle's Journal d. M. Bd, XVI. Hit. 3. 36 
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Ope formulae ultimae argumentum y, per Y,, et inverse exprimitur, ita 


ut hat: 
1—y, 1—y, 
= Ian? * N=i-dZeny’ 


ı ı ı 








quarum formularum utralibet in antecedentibus substituta, nanciscimur has, 
in quibus y et y, et Y., significare potest: 

(1—c?y)(1—1?y) (1—4?z)(l— u?:) 

(1+ ru z)? ’ 


>. 








1—1—alh)y 





—m 
Dom 
En 


1—- A— ce )y 








m? —.c’!” 
(im? y) (1— | m? u. ») 1 } 2 
s — SUZ 
16. ( # 


1+4uz 


(1—(1—e, 1,)y)® a 




















mM den — he? 
18 (1—(i+e,1,)y)*? er (1— z) 1—4?u?z) 
' 1— (1—cı )yY (I4+4uz)? 
19 y(1—y) Zu 4 m?® zZ 
’ 1— (1— ci 7)y ex (m, te, 1.) (A+m,)?"(14+Auz)*° 


Aequationibus (5.) et (6.) ita dillerentiatis, ut argumenta y, et Y, ut func- 
tiones ipsius z considerentur, habemus: 





4m? 1— Auz 

/ fa day, \ e; 
yıdyı Fyzeyı (I+-m,)’(m,+e;,!,)* (14+Zuz)?? 
4m? 17 c} 1—/uz 





(1—y)dy+A—yı)dy: 


unde Aluunt haec diflerentialia: 


(I--m,)’ (m, +c,1!;)* (iA-+4uz)? . dz, 





4m? 1—(l—c’)y,) 1A—Auz 
d — ı Et Br l 
30 Yı (i+-m,)’(m; +c;,!,)* YıYı (1—Auz)3? 
u 4 m? Ad—d—Pm)y,) A—Au:z 





dv, = — " i a4 u IR 
\ 2: (I+m;,)’(m, +ecılı)* > Fa (l-+-Zuz)? ‘2 
Ex formula (9.) sequitur fore: 


5 / 2 2 | zZ 
21. v(li—m’y)(l—m’y:)) = (): 





j ‘ Ei i Be 1 
ubi quantitass e= +1 est. Jam vero, quia s cum: 7° „z, Commutato, 


a 


radices yı et y. haud transmutantur, nec non expressiones:; 
(1—m’y,) et (1— m?y,) 
semper positivo pro omnibus ipsius z valoribus realibus gaudent valore, 


contra eadem commentatione facta, expressio: 


ee :) 
I+ Auz ’ 


u 
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transit in hanc: 


N i— L hu > 
14 Au:z? 

Bun 1 1 gu 
quantitas: & pro valoribus ipsius: &, qui sunt > et “iz opposito signo, 
- . ” “ 1 1 
quam pro valoribus eiusdem argumenti, qui <;, et >; sunt, gaude- 


bit. Inde sequitur expressionem functionis: 
vA—m’y)—v(i—m’y)] 
per argumentum z intra z//a intervalla eandem esse, ac expressionem 


functionis: 
vi—m'y)+v(i—m’y] 


intra Zaec intervalla argumenti x, atque inverse. 


Functio rursus symmetrica irrationalis haec: 

Iv i— my) —y (1— m’y.)] 
per rationalem ipsius & functionem secundum ordinem in numeratore et 
denumeratore haud superantem ope formulae (21.) exprimi potest. Quae 











. BERETTE 
functio pro: a 7 Fa infinitum abeunt, pro: s=0 fit: = (1— m,), 
. A — 1 t 2 1 7 zZ 2 t fi 
pro: s=1 et 3= ,z evanescens, pro 3= ;; ık 
Is ill Le a 4u®), ); 
- ! c kt Au) (At m)?’ 


atque pro: s= — 


_ m—ch _ (-An)(k’—)u) 
mi—can (k+Au)* 
































aa 1 | 1 f ' 
Ergo erit pro limitibus ipsius 3: u ke Verleger gm a 
29 ee roen] = (— z) (l1— k?z) 
‚ (1—m;,) (1+-4 uxz)* 
Eodem modo invenitur pro intervallis ipsius z: 
1 1 ‚2 1 
a 5 7 Han WE 5 IE « En. X ...—, 
Ag wu 1? u? u 197 
fore: 
132 (1-24) 
_ Pusetee.T he A RR 
nr (I+-m,) u Due (I-+Auız)? 


Functio symmetrica: 


Y—Yı) 


per functionem quarti ordinis ipsius z in nominatore numeratoreque eXx- 
36 * 
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> 1 k®? 1 . 
primitur, pro s=1, = a, nr zz jErF, evanescıt, atque pro 





z=(0 unitati par est, unde fit: 


(1— 2) 1—x?z) l—)? u?z) fe u :) 
24, (Ya—Yı) = > 
(i+Auz:)* 


Cum vero sit 











» _ [d—m?y,)—(1—m?y,)]? 
(12—yı) rs; | (1— m?) ] ’ 


pro prioribus limitibus ipsius s habemus: 


ae wol): 


(A-FAuz)? 








a ne Aue] er ’ 


une | (1+m;,) 


et pro posterioribus: 
26, zer) VUeer Aalen 


(i+41n:)* 
Inde ex formulis antecedentibus colliguntur hae: 


k m 1—Auz 
vId-myyd—myı) = am (a), 


ai us . vV It—:)(li—x?z 
vla-my)Fd-my)]) = al ZEN, 


y EN) _YIM-ey)d-ry)] _ „VI 2) don? 2] 
d—(—cn)y) JS 2 (d-(ll-dny (A-+4u:) y 


td Tey[ ter) I 2m V: 
V d-(d—cl)y:) u d-d—-dMy)I A+rm)(m,+e,1) (l+Auz)’ 


. [ . . * . . “ 1 
superioribus signis dum s intra O et 1, inferioribus dum intra © et FEITE; 








i—m, 























continetur valentibus. OQuam signorum determinationem, cum intra limi- 


tes assignatos quantitas: 
vi—m’y); 


yv(i— m’y:) 
maior sit, nec non (l—c”y,), (I—yı), 1-(dl—a2)y); (ey) 
(d—7y), (1—(l— ei !?)y;), positivis valoribus gaudeant, veram esse cla- 
rum est. Quibus adhibitis formulis habebimus: 


quantitate: 




















98 dyr .. dy; 
ö Vl>ı (1-yı)(1-c’y,)K i-/?y,)(1-m°’y)] + Vly: (1-y,)(1-c?y,)(1-1?y.)(1-m?y;)] 
2 1-2uz dz 1  V(l-m?y,)+V (1-m?y,) 
= x u ne - 72 2 ' em 2 vr 
(i+m,)(m,+e,!;) 1+4uz V [z(1-4°z)(1-u?z)] y2-yı V [l-m*y,)(1-m?y;)] 
2 (I+Auz)dz 





m+4L Vel-z)(1—R2:2)(1 -A22)(1—u22)]? 
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(1-m’y,)dyı (1-m?y,)dy: 
Vlr:(d-y)-e’y)i-ly)i-m ir V[y: A-ya)l1-c?y.)(1-2?y,)(1-m’y;) 
2m 1-/uz dz V (1-m?y,)+V (1-m?y;) 
Hi, Yanor, )'1+Auz V |z(1-4?z) (1- -u?z)] V(y:—yYı) 
2m; (1—Auz)dz 











= (2m; +c: l,) "YIz (1—z) (1—k?:)(1— 42 z)(1— u? z)] ’ 
Ubi rursus superiora signa valent pro his limitibus: 


1 * Br 
ne ERROR ı TRFPEREEE, {pn Yı: or De 3 Y3: len gr, 


inferiora vero pro his limitibus: 
1 1 


. oo oe ® 0 . 1 nu 
CZ .... 1242) Yı: ...o "iLl,c? Y: .... ihl,c,” 





Aequationes (28.) et (29.) signis theorematis (23.) art. IX, adhibitis, fiunt: 























30 2 (+4 uz)dz __ dyr _ 7 dy2 _ 
tk, V(A:) V (A’y,) V(4'y,)? 
3] 2 u (d—Auz)dz _ (l—u”y,)dy, „euer Yı)dya 
’ WKN VA) — VA) viay.) ’ 
quarum priori per u‘ @, atque posteriori per «& aucta, afque utraque ad« 


dita, fit: 

29 adz Ye err An Perg Yı)dy__«l—(d—u,)y) dr) 
£ vA:) 2) 4, V(A'y,) V(A'y,) a 

Eodem modo fit, prima per — Pu‘ , secundaque per ß 


(1+ u‘) (u, + RK, 2) se u)Yı)dYı__ an dy ), 
(A’y;) (A’y;) 














xdz 
33. ai -- =. ‘ ‘ wer‘. 
V (Az) 4u, (u, —k,%,) 


Aequationibus (32.) et (33.) additis, integrationeque facta, adipiscimur 
aequationem (23.) art. IX. quaesitam. Aequationibus porro, quae in (28.) 
et (29.) comprehenduntur, additis, locoque 77, , €, , Zi, valoribus suis in- 





troductis habemus: 
Yı dy; _— (k+Au)(l+k) 1 (1+Auz,)dz, 2 un NE 
Jo Via .. 2(k— Zu) A V(Az,) +. (Az,) ); 
0 


re dy; rn — _ (ktAu)(l+R) I’ (A+4uz,)dz, ef . Granada) 
Fr -- Fi 3(k—Au) \ V(Az,) Fü V(Az,) ’ 


jr md (i+k) Ti (1—Auz,)dz, +‘ (—4uz.) 
a) VY(A’y,) 2 J/ov V(Az,) a V (Az,) 


Y; (A-m’y,)dy, _ in (14x) (f® (1—Auz,)dz; /[" Le 
27 2 A V (Az) e (Az,) 























34. 























U V (A’y,) 
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Prima et tertia aequatio integralis pro limitibus valet his: 
1 


"Ai4c, 1,? 





Yı: +. 


2ı® ROSE | Pe Tr 2% ar Fe 


secunda vero atque quarta pro limitibus: 





\ 1 
2: Dessna 5 ee ni Yo: > ne 


Inde ex aequationibus (34.) rursus integratione facta facillime deducuntur 


aequationes (30.) art. IX. quaesitae. Argumenta enim z, etz,, quia acqua- 
. . . 1 
tioni quadraticae (3.) satisfacere debent, per aequationem = 7070 


. 
inter se coniuncta, ex argumentis Y per aequationem quadraticam, quippe 
cuius radices ipsa sunt, inveniuntur; haec aequatio, modulis c, /, r, loco 
ipsorum 4, A, u introductis, erit: 


FR bi m}—o, I; /A—mi)y(1—y) —4m; (1— (lie, a2) + fee 1,)K 0. 














m, —c;, !,)(l—m) 


En 
- N - 


y(l—y)(m,—c;, !,)’ (1—m,)* 
Facillime invenimus inde, fore, quia z, simul cum y evanescit, 


/ 4 25 ( ae m —cı! )) 
nz, _ / (di—m?y)\il m’ I | Eu I =] 
I+7 uzs (1—(1—.c;, I!)y) Pr: I+4/uz,1' 


Praeterea pro utraque radice z formulae (15.), (16.) etc. valent, unde in 











39. 





- . . 1 . ® 
termino secundo partim loco s= z,, et partim = „——;—— introductis, se- 
Fi u S2 


quuntur hae: 


(I+Auz,)(14+Auz;) 





= (Erler a en, 

















4A yü=y) 
ern Eigen deeazen, 
36. Ad— Rz) A—u2) = ur ten er, 
Gd—R2)(1—k?z,) = Er TEE 
| y\l—)) 
re TE, 
3. = u 





: _,372 
d-my (1 ,) 


mn 1 


_ (k+ Au)? (14 R)2 





39. Ad—rAuz)(l—Auz;) 


4k? Au y y(1—y) 
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Ex formulis denique (22.), (23.) etc. sequuntur hae: 














V[(i—z,)(1—k?z,)l _ VYÜt—z)(i—r®z,)]__ 9 
40. (14 Auz,) 1-+HAuz, Far v(i—m’y,), 

vid—z)4—Rz,)] A TH z,)] 2 E.% 
41. (1+4uz,) y (1+2}uz, u gr tm Y). 


Quas omnes formulas etiam a priori ex tabula 4. derivare licet, dummodo 


eam ita proposuimus: 























Valores ipsius y. Valores ipsius x. 
Yı Ya 2; nz) 
Su ae De 
m 1 1 
2: 1— 12 ct? Ag? ru? 
Ö, L, 0, oo, 
1 1 
42. > 1 s 2 ,,2? 
1-+1,c, 1-+1,c; } 
1 1 1 x 
1—1,c;, 1—1,c,’ 5+ 43 43? 
1 1 1 1 
R2? ec’ 7: u? 
1 m; 1 1 
m?’ mı—licı’ Au’ iu ° 


Postremo e formulis antecedentibus adhuc has memorabiles inter argu- 
menta Yı, Ya, %ı et z, valentes derivamus: 














43 NE 4m} : 
. Yıyı = (m? —c} Pli-my (l+Auz,)(1+Auz,)? 
_ (kin)? (1+K)2 t 
=, 4 kw (A+Auz,) I+Ayuz,)? 
4 (dyltoy)= oe 
. Yı = (m— 1) A—m?)(A+Auz,)(1+Auz,)? 
(k— A u)? (I— x)? 1 
40  "(AFApz) thin)? 


25 _R Zu w (1—4?z,)(1—}?z,) 
45. Ad-cey)i-cy)= » "A+Auz,)I+iu:z;,) 


_ A-Ey)i—ly) _ __% (on?) (—n?z,) 
”. ” a (A+Ruz,)(I+Auz;)? 


u 











46. 
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.. ep Miet) = - (ee) (a) = 
m(_ mer, \ (mar, 
(1 mh, )(1- at ,) a «LE 

8, er (ren) 








49 (d—(d-1, ce)y,)1—(A—1, Cı)Y») Zu —(&# A, 
5 Ir c; +aE k2 "(1+Auz,)(1+Auz:)/ ? 


50 d—(+l,c)y,)t—(+!, Cı)Ya) u Au. (d—2z,)1—:z,)_ 
u I, 6; r A+Ayz,)(iAuz,)* 











ms 


Jam vero nune ad computationem integralium propositorum ex trans- 
formationibus nostris emergentem aggrediamur quam in altera parte com- 
mentationis absolvere nobis in animo est. 


(Cont. seq. } 
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22. 


De transformatione integralium Abelianorum primi 
ordınis commentatio. 


(Auctore Fried. Jul. Richelot, prof. in Academia Albertina Regiom.) 
(Cont, diss. No. 21.) 





Caput secundum. 


De compulalione integralium Abelianorum primi ordinis. 





XT, 


@Quomodo integralia proposita indefinita et definita per transformationes repetitas determinentur, 


Transformationes in prioribus capitibus ex vero ipsarum fonte derivatae, 
et in articulo praecedente directe demonstratae facilem algorithmum com- 
putationis integralium Abelianorum primi ordinis et definitorum et indefi- 
nitorum suppeditant. Id quod, quomodo fiat, hie exponendum est. 

Dum integralia definita, quippe quorum argumenta inter limites 0 
et 1 continebantur, semper ad similia singula reduci vidimus, integralium 
indefinitorum singulum quodque ab OÖ usque ad 3 integratum ad bina re- 
venit, quorum argumentum alterum ab 0, alterum vero ab alio limite pro- 
fieiscitur, et adeo in secunda transformatione non in primo, sed in quinto 
integralis novi intervallo continetur. Üt igitur-integralia indefinita, aeque 
ac definita ad transformationem symmetricam reducamus, ante omnia se- 
cundum integrale per idoneam transformationem fundamentalem ita trans- 
formandum erit, ut ipsius argumentum in intervallo O....1, simul cum 
argumento dato z, ab 0 progrediatur. 

Quem ad finem in prima transformatione ex art. IX. revocemus 
theorema prius, quod hac aequat. integrali (23.) exhibetur: 


N re (e— Pz)dz iv er (e— P'y,)dy, ? (e—P'y,)dy; 
, « ( V\A z) nn / 0 V(A'y, ) 1 V(A'y,) . 











ubi moduli et formulae eodem loco leguntur. Argumentum y,, argu- 
mento x ab O crescente, ab unitate in primo intervallo decrescit, quam 
ob causam integrale secundum per primam transformationem fundamenta- 
lem classis (D.) transformare velimus. Ponamus igitur: 


Crelte's Journal d. M. Bd. XV. Hit. 4. 37 
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BEE Sand; 
Y vo 1-—- 1x? 


qua formula introducta, erit, (vid. commentationis allatae art. III.) 


2 4 . (e'— P'y.)dy; 
u “ V{[r.: 1—yr,)1— k®y,)(i—A*y,)i—u”y;)] 


= —(L)/f’ [e— By — (ek — PN) a] dr 
uar Ku/Jo Vl=Ul— x) l—k*ax)(I— a) t1—u”’x)]" 


Üt igitur argumentum x ex argumento z directe inveniamus, formulam 
antecedentem in formulam transformationis: 


42 u? 

LATE I | nnd vo # ,) 

4 1—(I+- KK, M)Y2 (i—z)(1—A?u?z) 7 
introducamus; unde fit: 

2 - 

4 v—M—k)e er ee :) 
i KK) (d—z)(1-4?u2:) 
Ut vero totam transformationem uno in conspectu videamus, his denota- 


tionibus uti placet. Sit: 









































z=sin’®, Yı=sin’®', z=sin’®, 
num, ml, Be, Ve)=:; Vm)=- m, 
I w=m’, nl, K'=c, v(= ea) = L', IE = 
vi-Pa)=m, vi-M)=1l, vYU-M=o, - = 2, Zen 
YUaN)=m, var, vam=cd, (a), VER)". 


Deinde ponamus: 


a—ß ak?— 
a=P,, P=0Q, ——-=PR, ——=0; 


Jr ki; kıfı 
unde sequuntur quatuor hae aequationes inter quantitates P et Q: 
6 | AP —Q = PRlmy, PR —Q = P,ıuM,s 


IPe—Q, =Qlm, Pe—Q, = Q1,M, 
quae docent, quantitates P, et (), eodem modo compositas esse ex quan- 
titatibus P,, Q,, ce, /, m, ac quantitates P, et Q, ex quantitatibus P,, 
Q,, Z, M. 

Deinde ponamus: 





D 
— N) mE. 9 ’ ’ . b) ‘ ‚ $) 
. . "a Mi - X, Mi ° 


unde prorsus similes rationes inter novas quantitates P', Q', P,, ©& 
oriuntur, ac antea, nimirum hae: 


2) 
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2, ‘ 
. P—Q =Pım', PRO = Pix, 
Pe—Q=Qlm, Bed = (x, 
His denotationibus adhibitis, ex aequationibus (1.) et (2.) hanc nanciscimur: 
p (P,— 0, sin’p)dop 





8. 0 Y [A1— c?sio? p)(1—1? sin®p) (1— us sin? p)] 
= / 9 (PL — 0% sin? p)dp 
I, YId—e” sin: p) 1— 1” sin? P)(I— m“ sin? p)] 
+" (P, — 0; sin? p) dp 
er vil— c’* sin p) (1— x‘” sin? p) (1— m’”siu? p)] M 
Moduli novi per has aequationes determinantur, quae ex formula (23.) 


mutatis mutandis sequuntur:; 


























> 
“ 
I 

Ir) 

ET, we we 

je | je 
+ | 
oı9 
a  q 


(< = ern, 
c+Iim we 
c+-I/m Ber 
=) a); 





Coefücientes vero novi P’, ()' ex coefficientibus P, Q, determinantur ope 


formularum: 





t 

VD \ 

= Tri, Hrertın 
2c 

' — \ 

VO PONERER: (c+im)’(1-+c) (P,/im+(Q,), 


10. 1 
= Trmat) Mett 


u 2c \ 
Seas (e+zr»)*(1-+e) ia 


Ouarum priores ex formulis (24.) art. IX. mutatis mutandis sponte pro- 
deunt, et posteriores ita eruuntur. Habemus ex aequationibus (7.) 























P.—0, , _ Ber—0, 
re eh 3a, 
unde nanciscimur, valoribus ipsorum P’ et 0 (formul, 10.) substitutis: 
P' aus 1 (P, Be Q,) 
11 2” (c+im)(1+e) l 2 
. "ig 2c E (+2.n)— O0,41-+1ı 1. 
‘2° (c+!m)(i+c)’(c-FLn) I, 


37*® 
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Hic valoribus ipsorum P,, Q,, ex formul. (6.) introductis, erit: 


fe "en Er wer Mı (P.e+ 9), 


‘) 
"= - Ir. E P,LM O.N 
(e+!m)(e+ı.m)L,”; ( BR „ de 


Iam vero habemus ex aequat. (5.) 











atque: 
Pm’(— rm) = (Id) — m’), 
quibus aequationibus in valore ipsius z, adhibitis, sequitur : 
1 Ä 2 c 
y — ( 9 ), 0’ =— - ydı ,) 
ri (c+ı )(1-+ c) (P,c+0Q.); v2 cFmrürag(hem+O) 


Iam vero magis arridet quantitates P/, (9° per modulos novos exprimere. 








Quo facto habemus: 


[n, m, to N 2] I?,(ı ER) +0, (1+2 1 











P = ) 
u 4 mc! m m, 
Y I+m' RE 1 ) c, N c, E / N 
- [res 7 [P( En au =)+Q(1+ m =) mi) ö 
13 4 f d 4 = ‘ E ! 4 u 
u Ir m “ur ( X ) ’ cz 
y seta a—, © Ale Bee P., 1 Bez (, 1 | az) 
Y Ze m —( oL ie Mm, u n, . 


4 


ER hand BAAR P,(1- 2) 1—n‘ D+9.(1+ 2) at]. 


‘2 14 Mm —c, L,- E mM, 
Sive si PX et Ö, Lo P,, Q,, ce’, 7‘, m’ exprimere malimus: 


(mE RED OH 


en 
14, 4 14 4 } Fw> ar c”° 

} m, m_.-rC 

RR UBER NEL OT LEE DIE) 
| F 4% m, — et . m Mm, ud +7 m, . 
minimo positivo valore gaudentes e numero eorum erunt, 


BR. 
1— (1—7, c,) sin? P, vl 1— 0? sin? p) (1— s sin? „| 


ID. 1— (I+1, c,) sin 2‘, en cospVY (1— 1? m*sin?’g) 
1— (1— m) )sin? 7: 
— 4— (14 7) sin? p‘ ar 
atque inter argumenta ®’ et 9,, quae he per argumentum ® expri- 

















. 
Anguli Di, D,, 
quorum sinus dantur hac formula: 














muntur, haec aequatio datur: 
> ‘ ’ / 
16. tang®! = /!;tangf,. 
Adnotemus adhuc, ex hac transfor matione integralium indefinitorum du- 
plicem integralis definiti determinationem oriri. Nimirum habemus, iisdem 
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denotationibus adhibitis, has formulas: 


7 (P,—O, sin?p)do 7 (P,—0Q;,sin’p)dp 


» Vd-c*sin’pjlt-l?sin’p)(I-m’sindp)] Jo V[(1-c? sin?) (1-2? sin®p) (1-m*sio’p)] 


(Pi — 0X, sin®p) dp BEN ji (P,— 0, sin? p)dp 5 
vo V IUl-c”sin’pjll-1* sin’p)(l-m’’sin®p)] : Y [1-0 sin’p)(1- mLrTT p)(1-m'* sing) m 


Sed etiam tertio modo integrale definitum exprimere licet. Nimirum in 








17. 








. . * ST . * 
transiormatione generali posito O—=-—, nanciscimur hos valores argumen- 


torum PD’ et PD‘: 





® 4 ’ 1 2 ‘ u u 
sın (or — yı | c” %) 1} sın D, v( =) L) 
sive: 
2 van ! 
tangd! = der =) j tangd, = V+ = V-- 


Aequatio vero integralis fit: 


Tt 


? (P, - O,sin®y)doy 
o  V I1- 0? sin® p) (I—1? sın? p) (I— m?sin? g)] 


Ba 
=" tang = VG 7) (PR —-0,sun’g)dp 
0 


V [(1— c” sin? p) (L— 1” sin? g) (L— m‘* sin? g)] 

















a Pu 2’ (P, — 0, sin?) dp 
Jo V[(A— c* sin®p)( Tr 7 p)(L— Mm” sin 2 p)]' 


Si vero numeratores ad hanc formam: 
(I co®’® + S sin’®) 
applicare velimus, ponamus necesse est: 
18 * =R, MA=R-S, PR=R, =R—5S,, 
' IP=R, (=R-$, R=R, &=R-S,, 
quibus valoribus in kernel (6.), (7.), (10.), (11.), (13.) et (14.) ER 
tutis, hae prodibunt aequationes : 








19 $, = Rlm,, $ —= Rlm‘, 
£ 1s == H,IL,M,; $, = Ri Zu.M.s 

PP com (+c)R “m I--m’\ /m unch F\ ne "NS 
Pr EDER a ( 4m‘ )(r —c/ Be Ki (mt e, ‚) ls 








Fo. io) = (l—co)R, |, FEN (I+mi) (mictei (m! c' J FSU Pr, J/ R 
90 5, ui; (l-+c)(c-+-Im) cn Daaaı 4 m, —c‘ 2 K + & .) . . ıl; 
. (Ic) R,—S,; au 14m Mmi+teit [2 , — (m + 3, 
(1-+-c)(c+ıM) 4m‘ ' m—cıt, ’ 

u SUR, n. Im Mmra8 (arte )H—2cr, Rt], 

















7 u (1--c) (c-+-LM) Temen 4 " mi—ciL, 








290 22. Richelot, de transformatione integral. Abelian. primi ord. commentalio, 


vel si coefficientes 7: et 5, per 7}, S, exprimere malimus: 
S,--A—c)R, 1-+-m\, m ‚red 4 . a 
'— = m' AP), —2e RR 
hi, (c+-ım)i,m, Alm, mi —c, 7 | ‚Fr ‚fl; 


R,(1+c)—S, 1—c c—ıM N Rn a Im’ R 
Im an. 1to'ctım 4m! "mi —ci ‚m ‚[2 6 (m, +e;! dl. 


Aequationes vero integrales (8.) et (17.), brevitatis gratia posito: 
Ne,l,m) = y|[(1—e sin’ ®)l— 7" sin’d) (1— m’sin’®)], 
in has abeunt: 




















99 Fix (R,cos®p--S, sin? y) 
e- 0 


A(c, !, m) 








— ” di (R‘, cos er sin’ p) dp 2 (R, cos? P+S; sin? p) dp 


(c’, 2’, m‘) A (c’, L', M') ’ 








A(c, !,m) A(c,L,M) 


| [ © (R,cos®p+S, sin? p) dp —/ 2 (R, cs?p+S; sio®p)dyp 
23. "7 








Te 
“ e (R, cos?p+5S,, sin?) )dp __ =/' (R/, eos®p-+S7, sin’ p) dp 
Jo A(c‘, U, m‘) Jo Alc‘, ı’ M') ‚ 


Denotationes nostrae iam ita praeparatae sunf, ut transformatio per 
eundem algorithmum continuata facillime hie proponi possit. Utrumgque 
integrale indefinitum, ad quod in aequat. (8.) vel (22.) per primam trans- 
formationem devecti sumus, in duo nova integralia eadem ratione discer- 
pitur, quorum argumenta coefhicientes et moduli per easdem litteras, du- 
pliei virgula supra adiecta, designantur. | 


Primum igitur integrale termini secundi aequat. (8.) 














?, (PR —0O, sin’gp) dp 
Jo VIA4—c* sin? p) (1—1* sin? g)(I— m’ sin? g)]’ 
in haec duo nova transit: 
34, u / Ta (PR —0O, sin? p) dp ft (PF— 07 sin? gy)dg 
/0 A 0”, er, m‘’) Alc”, L", mM’) ’ 


ubi has aequationes ponimus: 














P = rar Pet): 
„ Jar za 5 Plm+o), 

2 Treat er 

= ig Plm'+Q). 


ie (+20)? (1+c) 
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2 ce— 1! m’ s 
> 


+1 U m’ 


e 6 ) gas . er 
Be I c’ c + I’ m' ce—ı'M' b) 





42 
I, 





tz 
fe2 
s 
n 
5 


1— c/\ (/—l’m’\ fe’ — ı'm’ 
1+c’ ) (7 I’ ) (7 x’ —) . 
1— 5 (3 U’ m’ Ge 
I+c’ a) eh 
PER: An ce— ı’Mm’ n 
un ar . 
u. (a 
— (1-- [7 ce, ) sio F 
2 12 
Yla-.* sin® p‘) (1— - Bu sin? Fi) {— 1—#) sin? p, 
cos p\, V (t— 1” m’? sin? p,) . (= (1-+- m) sio® f #) ’ 


unde fluit haec rursus aequatio: 
28.  tane sd, = j I tang Dı x 


Secundum vero integrale termini secundi aequat. (8.): 


92 (P,— 0, sin? p)dy 
Jo Vf c*sin?g) (l— 1” sin? yp) (t— m’”sin® £)] 
in has transit: 


ur 























99 E25 Fa (P7— 0% sin? p) dp ER Ale (Pi — 0% sin?) dp 

z 0 IE Ja Bew 
ita ut nec ad duos novos numeratores, nec ad alios perveniamus modulos, 
sed eadem duo integralia, nonnisi limite superiori mutato, adipiscamur. 








Quippe quae similitudo BSR eo demonstratur, ut formulae (25.) 


[2 


doceant, quantitates r J, m, 2, c”, 2’, m’ eodem modo ex «quan- 
b) ’ ’ 9 R) 3 
i/ 


titatibus, P}, Q,, m’, 2‘, c', rm’ componi, ac P/, QY, m", 1", c, 1", 
m'', ex P, Q/, a‘, r‘, ec‘, !, m’ componuntur. 


Argumenta vero ®,, et P/, nova sunt, atque ex his aequat. ema- 
nant, aeque ac in formulis” (15.): 


1 (1—r‘ €.) sin? w 
30. / #d ds . Fa 
1— (1+-17 c,) sin? p), 


93. ‘ rm’ in? m‘ 
Ylı-: sin? ,) (1 Pr sın | (Zi m“) sin? ""p,. °) 
== == ’ 


cosp, V (1— x” m” sin* 7) 1— (1--m)si sin? 1’, 














unde haec aequatio prodit: 
31. tangd/, = z/tangd),. 
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Omnibus collectis hanc habemus integralis indefiniti transformationem: 


#: (P,— 0, sio®y)dop 


A(c, I, m) 











on ff (PR — 0; sin?p)dy ey Pix; (P,— 0, sio®gp) dp 
dr A(c’, !, m‘) A (c‘, L’, M') 





9, re Pi 0“ sin? nn u? gp)dgp + p,, 2 (P— ip sin? p) dgy 


TER I, A (0, 7 Mm) 








Pe (Pi — O7 sin? ui Y2,1 (P}— 0, sin’gp)dy 
u 9; A ( (c, Az +/, A(c’, 1’, M') 
Neminem fugere potest in = sequente transformatione, non- 
nisi duo diversa integralia prodire, sed diversis argumentorum limitibus 
saudentia. Adhibito vero theoremate fundamentali Abeliano, quippe per 
quod quatuor integralium, quae iisdem modulis atque numeratoribus gau- 
dent, aggregatum, ad duorum talium aggregatum reducitur, evictum est 


memorabilissimum hoc theorema: 

„Integrale Abelianum primi ordinis indefinitum continuo transfor- 
„mari potest in aggregata quaternorum prorsus novorum integralium eius- 
„dem generis, quorum bina iisdem modulis atque numeratore, sed diversis 
„limitibus gaudent.” Id quod theorema iam ante quatuor annos a nobis 
inventum ante annum et quod excurrit geometris praedicavimus. 

Prior methodus transformationis definiti integralis continuata haud ad 
quaterna, sed ad singulum integrale definitum perducit. Nimirum habe- 


bimus: 


DS 





st 
| A; ih nn DU (PR - 0 smtp)dgp ee sin’ g)dp dp th 
« Alc, ? m ur‘ v Be A (c’, Fr, m‘) oe 0 Alı!, er, m’‘’) f 
33. (sive 
h 
De fs 2 2-9, u) dp__ Va ‚sn®p)dp__ ET au — 05 sin ’p)dg an 
auge | \ TIERE — Alt, L', mM’ ) ger 0 Alı“, 2. M'') C 


Altera vero a ubi primum integrale definitum in duo discerpitur 
integralia delinita, ad quaterna ducit integralia definita. 

Simili ratione alteram translormationem in capitibus antecedentibus 
inventam atque demonstratam tractare licet, quippe quae in aequatione in- 
tegrali (30.) art. IX. continetur, nimirum fuit _ haec: 


. = (all—:z +A:z)dz Yı a° (I—y) + 2 (e dr) + y)dy 
3 jr wuntpade_y 4er, pr Wind 
Jı VA 2) J, u <' Ay) YUV V(A Y) f 


) 











cuius modulos, formulas limitesque argumentorum eodem loco invenis. 
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Duplex igitue hie diserimen ab antecedente transformatione observatur; 





“ ” ” 6 1 . 
[03 E73 
primum integrale datum, argumento > limitem , F7, trausgresso, in 


duas partes dividendum erit, quarum prior in summam, posterior in diffe- 


rentiam duorum novorum integralium transit, deinde argumentum secundi 


...° . . . ” . 1 
novi integralis non in intervallo O....1, sed in intervallo &.... jr Ver 


satur. Hanc ob causam, si integralis utriusque argumenta, simul cum ar- 
gumento z, ab O proficisci velimus, secundum integrale per quintam trans- 
formationem fundamentalem classis (D.) mutandum est. Itaque ponamus: 


’ 1 
Y: — u”? 
ua formula introdueta, erit (vid. commentationis allatae art. III.) 


35 EA (e d—y)+P°y) dy | 
j sv lri—yr)t1—R” y)(l- 49 y) (t— u” y)] 


=r / (A) + au a) dr 
Ku; 02 a ’ 
en 0 VI=u-= 1-- (=) ®) 1 Er) ( 1— u? | 


Ut argumentum x ex dato argumento > directe definiamus, formulam prae- 
cedentem in formulam transformationis argumenti y; 


® 
x 











‚Ha_u:: ( ER Tut 
1— 4 u°y, Fr V 1 u z) 1 tk ” 

1+ 4 u°y, \ (d-—-(d-kK4):) 
introducamus; quo facto habemus: 




















/ d-e3)(1 HN ;) in 5 
36. / man BT Ser ui Zi R 
147 


Etiam hic denotationes novas, ad analogiam perspiciendam aptissi- 
mas introducere placet. Sit: 
s=sinP, Yı=sin’P,, x==sin’P) (pro superioribus signis aequat. 34.), 
s=sin’y, Yyızsin’!y!, x=sin’Y? (pro inferioribus signis aequat. 34.), 


f - — — RER u — u — 
o oO 
u a r ( u 0 u 
“=c, xml, "= m, =! a =! 


37, 





va-M)=ca, Yi-M)=4b, Yıi-W)=m, yez#) —=|I, rn =!I, 
vam=d, VAR, Yuan, VE), VE 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XVl. Hit. 4. 38 
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Deinde ponamus: 


\e=1, B=K,, TE ei, TH u Ki, 

















38. | jan u 
(=M, e=K); =, Sp =K. 
ita ut habeamus aequationes symmetricas has: 
[ I, —K, = elll, I,.—K, = EIll, 
39, ) IL, ni —K, = e/R,, IL,mni—K = IK, 
mM —K, = e!’M, I—K! = frIf, 
IM m!—K) = e’!’K, IE, ma”’— KR =fIK. 
His denotationibus introductis ex aequationibus (34.) et (35.) adipiscimur has: 
/ f ? (TI, cos®pg+K, sin? p) dp 
0 A(c, 1, ve 
En ff" (IT cos®p+ Ki sin? op) dy +f”: (TI. cos? p-+-K7 sin ’p)dy 
u A (c°, 1°, ın°) A(f°, 1°, m°) r 
40. < [ ’ (II, cos®p-+K, sin?) dp 
i A(c, l, m) 


arc sin = 





v(i+ec,1,) 
=— / Pi (II, eos? y + K7 sin?) dy ER Bu (12 eos? p + Rzsiet y)dp. 
N " m) J aresin = 1° A(f®, ”, m °) 











| ” T 
\ 2 
Moduli novi his aequat. dantur: 





| ec”? 








m 
re! 





m, — 

a 5); 

I— m, 4 ic; = 

IH m, m, + c; !ı „3 
a 
( ) 


(e 
BR --- E 
1. (ee) (ee) (m 
| 
| 








m; Bu ’ 
e 








Pr FE 





I— m, Mean (m a) 
I+-m;, ER m, +; 1; 














02 m,—T!, , 
m,tE£;l; 
Numeratorum coelficientes ex his aequat. determinantur: 
o 1 
I, a (m, -+c;! ‚)A+m, Al m + Rı); 
es 2m, 
42 “ ae (m, +cı 1,’ (I-Fm,) AhehtB), 
’ " . 1 
1, = (m, +, t,) (I mı) (I, mı + B:) 
K° u nt ILEL +K:). 





er (m, +; 1,)?(i+m;) 
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Sive si hos coefficientes per novos modulos praeferamus exprimere: 


= ze (m) + Kl): 


c’—I’m 


(42. SE) (m (2) a-er+R, (it 
-n m m ;) (M. 17 )+K: (1+4°5-)), 
= (. ) )(M. (1: )A-P)+R, (14%) I+f )- 


Ansuli 0 et &, Y et Yy,, minimi aa sunt, quorum sinus ex his 




















. te), 














formulis dedueuntur: 


1— cin, 3 
(1 Om® sin rn) — N) ve sin? p) (17: Et sin? r) _ I Pinzg: 


























44 L->U m’ sin? p, (1— (1—.c} 17) sin® p) IT AH sing‘ 
5 Fa ala, ( m) — c! DR )) 
u PR V ie m? | IP sin? ap! 
1--1”’m? sin? v; . (l— (1—.c} 7) sin? p) J . 1 1+ £°; sin? ap" ’ 





ubi argumentum ® ab O usque ad arc sin = —-—;———, argumentum vero 
V(i+ec;,1,) 





. 1 g . . 
%W ab arc sin VYırsn) usque ad 7 pergit. Inter argumenta denique nova 


regnat haec aequatio: 
r ® Bi A 0 Bi a > .2 0 
45. sind? = ! sn‘, siny,) = /! sind‘. 
Ouod attinet ad integralium definitorum transformationem inde ex ha 
theoria sequentem, facile relationes deducimus has: 


























n 1 
arcsin= ———— 
/ vi-+e,!ı) (II, cos®p-+-K,sin®yp) dy 
Jo A(c, !,m) 
m? 
7 arc sin —; 
Ei [ (IT cos? g + KPsin’g)dg +f e° (TI cos’ g-+-K, sin® id F 
mn / 0 Alc”, r, m”) a/ () A(t°, e, m’ ) u 
46. n 
f’ (II, cos? +Ksin’g)dy 
R - 1 A(c, l,m) 
arc sın —Z vatcıh) 
n arcsin = m 
= En f (IT? cos? po+K? sin? g) de F t (IT, cos eos? $ Br = sh y)dy 
yazı /VUV A(c?, I’, m m”) Ye 0 we 80 m’) 


unde sequitur: 
47 ut kl 2 2 (I1° cos? p+K, Ss sin? Ka an 
a 2 Alte, [, m) iz Alc?, 1, m) 
38* 
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Sı numeratoribus formam: 
(P— 3 sin’®) 
tribuere velimus, ponamus necesse est: 
L,=P,, K=-P—z, TR=Pp, K=PpR—2,, 
=P, K=P-2, N=R, K=B-2, 
quibus valoribus in form. (39.), (40.), (42.), (43.), (47.) substitutis, habe- 
mus has aequationes et formulas: 


jr (P,— 2,sin?p)dop 

Jo A(c!m) 

Sun 9, (PP — 3° sin? y)dg 9 (P° — 3° sin? y) dp 
En F A(c°, 1°, m?) +, A(f’, 1°, m°) ’ 


























48. ii (P,—2, sin®gp) dp 
N A(cim) 
arc sin = 712. R 
ER a" (PP —3°sin®p) dp y; (P?—32, sin? p) dp 
. Z Alc,!,m r are sin = 10 A (F, U, m‘) 








A(c, l, m) A(c?, I’, m?) 
P,c/, an = Pe ?, 
Pl, Z=PFr, 
p° — (i-m)Pr,—2, 

ET (1-+m,)(m; +e;!;,)? 


2 (P,—2, sin?) dg 2 (Pe — 27 sin?p) dp 
49, \; rei F P az 2/ I J P E, 


IN 
| 


>, 
50. x 


> 
> 


| 

















Ss’ ( all (mem 
51. Mit m,) (mi +6:1,)/ \m, + cr 11}? 
pP° — (1--m,)P,—2, 
u (i+-m,)(m, +: 1,)? 
0 __ ( 2,— (1—m,)P, es: I; 
u‘ aa (Ii+-m,)(m, +Ef;l;) m; +rE:l, ü 
Primo adspectu apparet, quantitates in hac transformatione adhibitas: 
er. ,, 9%, mn 5 u Br ii 


ex similibus in ordinem prioris transformationis: 


‘ s s # Bar nı ? , ’ 
C.3 I; mM; Lıy M,; P., (F; Bu; Q ; 


protinus emergere, ubique loco quantitatum: 

m, SI, €, , f, Es K,, IL, K, etc. 
positis in ordinem: 

GG, Js Mm; Zu MM; P, Q, Ps BR, et 


5 
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Id quod cx natura ipsa utriusque transformationis sponte prodit. Formu- 
lae enim transformationis posterioris ex formulis prioris extemplo oriun- 
tur, posito: 

sin® =itang®, sind’ =itang®’ , sin®’ =itang®/‘ , 
sive quod idem est, in utroque termino sexta elassis B. trausformatione 
fundamentali adhibita. Jam vero haec transformatio integrale 


(P,—0, sin? g)dg 
A(c!m) 





commutat in integrale: 
ey a IL, 


Alte ,dr, 62) 
unde illa quantitatum commutatio antea observata sponte oritur, 
lae transformationis, ılla mutatione facta , una ex altera, prodeunt; nimi- 





Formu«= 


























rum sit: 
1 A—T,e,)sin®p, __ 1—T m’ sin? 5 
1— (+1, ce, )sin®p, 141m’ sin? p, P 
1— (li m,) sio® p, __ 1—F° sin? } 
1—(14+0,) sup, ° A1+E sin?) 
2 2 Pr ‚2 2 
(1— c? sin? p) (1—- — sin? ) (1— m? sin?’ p) (1 u. ni L sin?) 
C m; 2 
cos? p(1— m?1!?) sin? p . (1— (1— e? 1?) sin’) 


Etiam haec secunda transformatio continuata ad integralia definita integra- 
liaque indefinita adhibetur determinanda. Quaterni rursus nonnisi nume- 
ratoris coeflicientes, quinternique moduli computandi sunt; nimirum in se- 


quenti transformatione hae quantitates: 


00 00 0) 00 00 00 00 00 0 
IIY, Rn; 29 2» € 5 ”. Wu Fr 
quae aeque ex quantitatibus: 
() 0 0) 7O 0 0 0 (0 A) 
9 > il, 2» € er, ©, e, 


ac hae ex quantitatibus: 


IL, K,, IL, KR, 6, 4, m, |, t 


compufantur. Argumenta nova P/\,, D,,> D,,> 9, ex formulis 




















/ m)’ — ce? 702 
. f PER 03 2.2 0 uch i ı 1 un 0 .,. 
1— 1° m°° sin? p°° ” A m, Su nl mi sın FG, 1— °° sin? p°7 

b) — PEN b) 

. I . — a0 ) 

141° m’ sin? p° (11-0777) sin: g}) IE’ sin: p%% 

3 

0? 02 10? 
/ 0% &in2 0 wa 

1— 1° m°’ sin? p2? y (1— m) sın 2) di m: sw”, Ei 1— c°°sin? go), 
41 ı 76 __00 : 23 00 — - 2 I )Zı ° 3 © WEN Em 2 0 
1-1 m’ sin? p,, \ (1— (1-1?) sin? 9?) » ° A1+c" sin Pe 


determinantur. Aequationes vero integrales, quia singulum quodque inte- 


EEE ge lee. Fe EP 
. 
N 
S | 
—— 
SIY 
ne Ps 
+1 

1) 
h Kan 
0 
4 
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. ° * 1 
| Eu “ 


mam sed in differentiam duorum novorum integralium commutatur, for- 
nam magis contortam assumere videntur, quam, quum primum de modu- 
lis disseruimus, simpliciorem reddemus, nec non alio loco rursus ope theo- 
rematis fundamentalis Abeliani semper ad quatuor summum integralium 
indefinitorum aggregatum reducemus. Contra rursus integrale definitum 
ita continuo transformari potest, ut habeamus: 


[ 2 (II, cos? p-+-K, sin? g) dp - /? (II cos®p-+-K7 sin’ p) dp 
\(c, l, m) ai A (c°, 1°, m?) 














fi (II?® cos? ra, ne Yy)dyp 


A(c’°, ” m? °) etc. 


Xu. 


De modulorum utriusqne transformationis natura. 


lam saepius nobis animadversum est, transformationes nostras ad 
convergentem integralium Abelianorum computationis algorithmum viam 
sternere, quam rem in sequentibus adhuc exponere velimus. Hunc ad 
finem in naturam modulorum penetrare, qualemque sequantur legem mo- 
duli in ordinem alterius ex altera transformatione derivatae translorma- 
tionis perscrutari debemus, adeo ut, quantopere, perpetuo transformationi- 
bus repetitis, erescant vel decrescant, strenue iudicari possit. Praemitta- 
mus vero plures utriusque transformationis modulorum relationes, quae fa- 
cillime ex antecedentibus emergunt nec non ad finem propositum perdu- 
cent. Series in laeva parte paginae, ab serie in dextera eo deducitur, ut 
ponamus loco ipsorum: 
ec, I, m, LT 
5 das Ca Zur Mi 


m, == C,T;, 4 c—Im 


a een nen. zn 


m, t+c;!, ıT c+Im’ 














f« een I) (fen: 2) P ze ern) 
m mtall lc mi—t,1,7? item c-+Im 


EYE Im 
!; m,/\c—IM 








3 





TE) el) 
lc m, +E;l, ’ nn lI-+c c+Im 


( — (I 
!,m,/\c#ıM 











ek A 


. c—IM 





Br 3577 


(— er 
‚m, /\c$+ıMm 





), 
): 
) 
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10. 
11. 


12, 


16. 


17 


18. 


19. 


20. 
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em’ _ i—m, __{m nn c, 1— c ri cı 
ce 1+m, P* m.  ä-to m? 
1—m,\/mı —c;!, 1 —c\ /c—Im 
0 BEER 1 Ba 
kuudlin - alten ee 17 er): 
l—m, m, —E;l, u l—c GEM 
um = (a) La = (> 
1—l’m" __ m? -+c; 1! r _P—m’* 1—7 6, 23 0” tm _ m" cc, 
tm m dhe a) Pin) Ir — elihim) — mipen® 
1— Em’ m, +f, A Zu c’— m"? 1—r‘ g. un c?+ı 7) Fun m, —c, 
141’ m’ m,(i+f,1,) c’+m"? 1+2/c) c(1+ım) oe er, , 
"lm _ mi—cı, _EP—W m —cl, __ c®—Im __Mi—ı) 
lm’ m,(1—c,t,) +? m"”+c/ lt c(1—Im) Re ’ 
m’—ı m’ _ mi—t,l, _ce— my —c/r/ ce®—ımn _mi—l 
t® lm’ m,(i—E, L) eo +W%? ar Fe c (dm) - u IE 
2V (m, 1, c) 2Y (clm) 
mE ,*# Fi be ie 
13. u Ztose m, -+c;, 1; 2. (c-+im) ? 
o _ 22V (m, 1) _ı __ 2V(crm) 
Ba (m, +l,£)? rn (ce-+ım) ? 
j® = 2m,(c,-+1,) ea a)(Verter !) —(I+c, L.3E, =)] 
u - (l-+m,)(m,+e;!;) m—t,l/ Mm ect!’ +(l+ert,)E,1,/1? 
WE un 2c(m-+!) Ele I-H-Iın) >), 
— (1-+ec)(c+Im) c—ın/ \(c?+Im)+ (11m) ım 
(? — 2m, (fı+l;) Vllt aan D—(I+F, (.)8; =]; 
ı  (41+-m)(m,+E;l,) m —c; 1,/ (m? +8, 1,) + I+E, 1.) 0; 
uff 2 e(m+rL) Tg el = (im) = 
(1+c)(c+nz) c—Im/ \(c*-+r.m) + (12m) im}? 
m — 2m,(c,+1,) Ve Bert: !,)+(1-+e, a] 
(A+m;)(mıter ti)" Amp / mitte, ,)— Arte: l)trl; 
2c(m-+ |) VE) 
 (1-+c)(c+ Im) c+1m/ \(c?+Im) — (14+-Im) ım/ ? 
09 — 2m,(c, +1,) a 2c (1-- m) 
En (1i4+-m,)(mı+c;!;)’ (1-+c)(c+ Im)? 
2Vm, IYı“ 
m! __ (=) tn ) 
m 





feV& 
(+7 
2m; (f,+1;) 








am 3 
ui 
j 


47) 
2c(r-+-Mm) 





ceı = 





(i+m;\mı+E; 


u)? (14+c)(c+ım)? 





300 22. Richelot, 



































de transformatione integral, Abelian. p’imi ord. commentatio, 























r PE > w_ 
*) (2V2 2) (eV 
+ +7 
gi a,n _ E  2Ve m,w __ 2/7 2/2 
Te TFT 
23. ee), =), 
VEN eg Va 
2 VE Se VE een 
u. 7 Frl) 
». FE): ae) 


Ouibus relationibus expositis, ad gradum approximationis modulorum ad 
nihil vel ad unitatem diiudicandum aggrediamur. Primum clarum est me- 


morabile hoc 
theorema: 


„„Moduli 
\ 6, er, er etc. 


er | 
„ ) e, ©, £00, fV etc. 
„tam rapide ad nihil convergunt, ut alius a quadrato alius antecedentis 
„semper superetur, sive semper erit: 








se>i, PDA ee. 
> Dr ww 
Demonstratio. 
Habemrs relationes per se claras: ; 
Li» «, I+2?>m, Ih>ft, 1+f>m,, 
unde sequuntur hae: 
),1+ ce)>cam; nA+Hf)>t, Mıs 
sive: RR 6 Ren ER 
ee >ir7 2 er > ire> 
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unde sequitur, fore: 
m, —IıCı 0 2 m —\,t n 
== C € IE — & 
m; +1; Cr “ i mı Hl, 4 t <tE , 
quae demonstratio ad omnes sequentes modulos extendi potest. Prorsus 
simili ratione demonstratur modulorum complementa in altera transforma- 
tione eandem legem sequi. Nimirum habemus 








theorema. 


„, Modulorum complementa 


‘4di 


ud 
99 m, m, m’, m, etc. 
° 7 ZZ 


‘ 
M,; MM,» M,,» M, etc. 
„, Jeerescentem seriem consfituunt, cuius terminus quisque ab quadrato ter- 
„mini antecedentis superatur, sive semper erit: 
„m ei, m” >m”, etc. 
„MH DM, M“M”>m,, eto. 


Iam vero adiiciamus BAER de modulis ce et € 








theorema. 
„Semper erit: 

o 1—c, u. 
er ( Be c wire etc. 
z >iE Dir’ etc. 

„id quod eo demonstrafur, ut ex aequaf. per se claris: 

m 1 m, 
Fr e>4 
„deducamus has: 

my—c;! ut, m —f;,! 1—t, 





» m, +c;1, idee, m, +t;l; ->ITt 


Simile thesremia in altera transformatione erit: 





I— m 1— m’ 

4 fi h 

m _— ? etc. 

3 u . I-+-m’ et 

yo. + 2. i Bu M PR m/f to ; 
a EFT 


His quatuor theorematibus collatis, quatuor series modulorum com- 


plementorumque composuimus: 
Crelte’s Journal d. M. Bd. XVi. Hft. 4 39 
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EHEN, Et er Er in Pr is 








1 Br. PT ya c Eon C en c° 
... - ——- — c F ui . ..o 0 
Da De De Dr Di 


u «+ x Ki L P w r, Dr d u. 


1— Ef Fr —f f —t?, | 

l ... Pr Fi er a „ { ... ie 

f Ep s (>: f >IHr « f >Ir ’ t IrE ’ 
EEE ” Me, u Ile m <m, m <m, ....0, 

VON u ers —m°° 2? , 1—m u 1—m’ 
1 se =; m’ > -— —— 000 

l...m, >7 1--m' so. m >: 1--m° .. a fm? ‚> 1-—-m? . > i--m‘ ' 

1 Po m” gr ur . m’ HM), mM, << m” R a ee m ’ aM, a” a 0, 





u. Ed R 1—m°° 1—m° 2 1—ı un IM 
1...) >iTa, M, ——, M>-—,; M Tin? M Pe  ° 


1-4+-77°°° ? 1+1°° J 1+n 


Haec tabula docet, quam rapide moduli ce et f in altera et comple- 
menta 77,, >z, in altera transformatione ad nihil appropinquent. Exempli 


gratia posito: ce = 0,5, habebimus haänc seriem: 


0,5, 0*<0,%, 0® < 0,1025, ce” <0,0105063, ce” <0,0001104, 


+); 
in ealculo usque ad sex nonnisi decimales appro- 


\ 


ita ut quantitates « 
pinquato prorsus negligi possit. 
Transeamus vero ad modulos / et [’ in altera cum modulis ce et { 


comparandos, dum in altera transformatione complementa / et z) cum 
complementis 72,, »ı, comparare velimus. Primum formulae priores (24.) et 


(25.) docent, semper fore 


ee | 
Inde vero sequitur, quantitates !’ et |’ semper respective minores esse, 
quam quadrata primorum modulorum antecedentium c et F, ita ut his ad 
nihil convergentibus, ipsae ad nihil appropinquent. Habemus igitur has 
series modulorum: 
33 (1..<et, ze”, 1<e,, PER, PER 
sheet, VE, BER IPER PERF, 0 
In altera vero transformatione per formulas posteriores (24.) et (25.) de- 
monstratur, fore: 
„<m,; ıı < m‘ 
ergo 1<m, 1<m, 
ita ut complementa /, ei z, simul respective cum complementis m, et a, 


ad nihil appropinquent. Habemus his has series: 


24 Il... Dom; _n ı<m, tz, Kam)sicch 
EEE EEE, BE EEE EEE RER 





6 
; 
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a ) 
Iam vero etiam placet, modulos /, 2’ ete., I, (’ ete. atque complementa 
‘ n ‘ . = . Mi 
!, I, ete., Z, zZ, etc. inter se ipsa comparare, «uamvis lex hic regnans 
non tam concinna, quam antea allatae, fiat. Habuimus formulam (2.): 


= (a), 


= ( c (ze) 
l 1--m,/ \m, +e,1,/" 
Cum vero sit: &, <lh,, et c,</,, habemus: 

c m, +f,;[, < m, +1? 
14m, m, +c;!; I+m, m, +c?' 


7 2 
Br . e m. C 5 . 
Valore vero ipsius I, = —— substituto, erit: 


ee <EE). 


Cum denique sit: 





unde sequitur: 























(1+e’>m,, 





sive 
I 6 c” 
1 >: 
etiam erit: 
My u 


c 
> m; 33 e 
unde sequitur fore: 


1 m; —Cı 
rs m, + c? 1<1, 


Ph 
1—m ‚mıterl; l, 
lc m, +E:l,’ 


2 
loco ipsius /c introducto valore aequivalenti er ; hanc suppeditat: 


=( f \ar). 
I TO Mtm/\m, +8, | 
lam vero erit: 


ek 


Habemus rursus: 


atque hanc ob rem: 


Eodem modo formula (4.): 
 — 

















A+N>m, 
sive: . 
I — 
m, +EH ‚ 
unde sequitur fore: 
ru 


39 * 
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Inde adhuc demonstratum est tkheorema hoc: 


„ Moduli 
m 35. I, r a 7900 DR atque j pP. yf yPPv WORTEN 
„tiam ab initio seriem decerescentem constituunt, euius terminus quisque a 
„quadrato moduli primi cohaerentis antecedentis superatur.” 


Simile theorema in altera transformatione: 


„complementa modulorum secundorum: 
‘ [zZ [2 
99 ® ’ F Ang wer etc 
L b) L, , nd b) ui y eo 
„ita ab initio iam decrescunt, ut quisque a quadrato complementi moduli 
„tertii cohaerentis superetur, eodem modo ex formulis posterioribus (2.) 
„et (4.) deducitur.” Iam vero denique modulos minimos m, m’ etc. in 
altera, et complementa minima c,, c‘ etc. in altera transformatione con- 
templemur. Habemus formulas ex form. (1.), (3.) et (3.) deductas: 
0 __ 1— my 0 pP 2 
1-+-m, ’ 
unde sequitur, cum sit: 


Es Pe PT, 





m 








im, 
1—c 
IT: ei, Eh EEE 
fore: 
z 2 
m MC, ec, <ce. mM 


ita ut „‚moduli 
a U ri 

„atque complementa 

EB mie a rain j 
„seriem decrescentem constituant, eoque magis ad 0 convergentem, quo 
„minora producta: 

Br 5 eP, er, 

„mM, mm, m,m,, etc 
„fiant.” Jam vero haec appropinquatio ad nihil multo arctius determina- 


tur, sequenti consideratione adhibita. Habemus ex formulis (2.) et (3.): 


: ( ) ‘ l ’ 4 
m’ = (5) er ce = I—])m, m 
c { ’ 1 m‘ ı ı 9 


unde, quia theoremata (28.) et (29.) ostendunt, fore: 
Pe m‘ a < mm, 
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Au A © 


atque ex theorematibus (33.) et (34.) sequitur : 
1° 1 | 
| u 1, m“ «£ 1, 
prodeunt relationes: 
>. ect, cms, 
et haec theoremata: 


Modul; 
»* 
0 00 
sn. Ma . 


„ın altera transformatione repetita ita deerescunf, ut quisque ab quadrato 
„producti utriusque moduli c, f, antecedentis superetur, atque eodem modo 
„in altera transformatione 


„, Complementa 
’ ‘dd 
„40. Cı3 9 C, 5 
„ita decreseunt, ut quisque a quadrato producti utriusque moduli tertis 
„77, »ı antecedentis superetur.” 
lam vero generalem adhuc legem quinternorum modulorum ad ni- 


hil appropinquantium inde deducimus, ut animadvertamus, dum fractiones: 


=!|, =t, =, = 
ad nihil convergant, fractionem: 
u 3 


mox ad unitatem appropinquaturam esse. 


u . . ! L . 
Similemque observationem de fractione — = —: faciamus. Habe- 


m; M; 
mus nimirum formulas sponte prodeuntes 
! ARE - 
Free DE Zu SE 
nec non ex formulis (26.) et (27.) sequuntur hae: 
Do a—18 | Ä m; P—I? 
u un m,t, > ET Pe 3, — 
vÄ ) l; (;t+c,)*? v\ ) l, (+8)? 


quibus inter se multiplicatis, post faciles reductiones nanciscimur hanc 








formulam: | 
N) Ve) eV r)- 


lam vero ex ei (32.) sequitur, semper fore: 








1—c 1—!, 
) I 
a; >, E>ip? 





> 909 > : . . . . . u 
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quibus valoribus substitutis erit: 


Va) lie). 


Unde colligere possumus, quia, complementis c,, &, 4, I,, m° ad unita- 


. j bus. f (1 te) HE), 
em appropinquanti pe actor te )(,+tE) 


. / . . . 
quantıtatem yiı— =) per primam transformationem denique ordinis 

















m, ipse ad unifatem accedit, 


1] fieri, itaque postremo rapide usque ad nihil decrescere. 


Eodem modo in altera transformatione complementa m’ et /’ si- 
L B. 
milem legem sequi, ex formulis his demonstratur. Habemus: 


. ‘ 4 
My u.’ m, m, ? , 


atque ex form. (26.) et (27.) 

el! (m —N) 

Lt ’--m)’ ’ 
quibus aequationibus coniunctis, erit: 


Y(1-5:) u V (# (a = -) (1-4) 


‘ 
I I 





v(m;—I)= ln 2) u SE re] 








CE oe 
mm 
Zz|im 
” [7 
“ 


lam vero antea habuimus relationes: 


J 1—m f IM 
gi 5 . 1+-m? 








unde sequitur fore: 


N) < 


quae relatio, cum moduli 7, #, /, z, c in hac transformatione ad unita- 
tem appropinquent, docet denique quantitatem: 


Vi) = Vli-5), 
(1-4) u 1-24). 


Itaque demonstrarimus hoc theorema: 








fieri ordinis: 


„‚fractiones 


c 19 G 
„et 
di 
4) x T, A 
„y„, 2me b 3 Be” 
m; m, m 


„dum illic modul: 








22. Richelot, de transformatione integral. Abelian. primi ord. commentatio. 30% 


„et hie complementa: 


‘ 4 
ce, 53 *. 


c 
BT RP 
„ad nihil accedunt, mox ad unitatem appropinquant.” 

Inde ex hoc theoremate de modulis minimis adhuc, atque de com- 
plementis minimis in altera transformatione, memorabile deducere licet hoc 


theorema: 


„, Moduli 
u Me BE nr 


quos per primam transformationem repetitam adipiscimur, ita denique 
‚semper decrescunt, ut quisque a quadrato antecedentis superetur, eam- 
„que legem observant complementa: 
‘ 
an 44, Cı . c . 6, etc. 


„in altera transformatione repetita.” 








Demonstratio. 
Ex formulis (6.) hae sponte sequuntur: 
0 Z 1 s 2 m; 1 
m’ = m’ -Afm? Mr 2 kor° 
Iam vero secundum rlhaer antecedens quantitates: 
c” er m’ m“ 
E 2 „zu FA me £ 


ad unitatem appropinquant, dum igitur quantitatibus 77, in altera, et c in 
altera ad 1 appropinquantibus fractiones 


> - etc : BE: 00 t 
dm’? (1-7 ur” o (1-+c)? >) (1-+c ns e Ce 


ad valores = 5 mox Br as |; Pas a termino quodam algo-« 
unitate minor fiat, theo- 











. . c° 
rithmi, ubi primum Pr a run , vel —: Rp c)” 


rema quaesitum verum esse. 
Adiiciamus adhuc duo theoremata de iisdem his modulis minimis 
m, m’, .... atque de complementis c,, c/, .... haud supervacanea, quae 
ex comparatione cum modulis, quos per transformationem secundi ordinis 
integralium ellipticorum adipiscimur, originem trahunt. Obtinemus enim, 


„fore in prima transformatione: 








1—cı 1— c; 00 1 —.c”° 000 
ur em, oe j u 
1—E, 1—f? 00 1 — Br 

„45. iR >m), 1+E > m B ‚I+P° >m y ni 
1—m; a 0 1—m, 0 i—m, ww: 
1-+m, < m, 1-+m! mn 3 1+m‘° <m > se. 
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„sed fractiones: 








i—m r 1— mY, 
1-+m; 1-+-m? t 
„ m’ 3 m“® F) © C 


„‚denique ad unitatem quam proxime accedere, similiterque in altera trans- 
„‚formatione fore: 


1—m 1— m’ 4— m! 


u ‘ eh vr [7 RTZ, 
„Im > iIm> 0 en Pre 


1—ıM .  ERET g 

ee es ee c” 1 7 
14m ı ? Ita > , 9 Ita >> 

1—c 1— ci 1—c“ 





knepllünue nd lie | “ TZ 
it ar dia Sn Ian - 


„atque fractiones: 





1—c 1— c’ 
I+° IE 
„ c' b) es e G 


„rursus ad unitatem appropinquare.” 
Demonstratio. 
labemus relationes: 
(m, —c)(m,—1I)>0, (m, —t)(m, —l)>0 
unde post faciles reductiones, sequitur: 
a Be ee) (ze: Yanzı 1%) « (ab Wil 
Im, /\m,+te;l; >\-+ec; IH, 4 i+m, m,tE, |; I+f, I-+I;, u 
lam vero formulis (7.) et (8.): 
OT ee m’ — (er) (ertee) 
I+ m, /\m,+c; !, 1+m,/ \m, +F, 1,7? 
adhibitis erit: 
li—c l—/ 1—f et 
mi ( ) ( ) m’! ( ) ( ') 
< (r,/\irr)> ı< ()\en) 
eoque fortius: 


Deinde habemus ex formulis (6.): 

















—m, 
F 1-+m, [ 
1) m’ Da f % 


unde theoremate (41.) adiuti docemur, quantitates fractas: 





I—m, 1 — m; 
— _——t 
u = : Itm_ etc 
% f * 
m? ' ru. 


/ 


simul cum -, ad unitatem accedere. 
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Altera pars theorematis eodem modo demonstratur, 
Deinde hoc theorema proponimus: 


s, Series: 
2 2 c” PR; wT p- 
Zee zen GREEN 
°5 47. mı__ # m“ BD 4 we = 
Aa 7 A u ar 


„si in illa ce<<{f, in hao m, <m, fuerit, ita decrescunt, ut quisque termi- 


„nus a quadrato antecedentis superetur, dum contrario easu «quantitates: 
f f° gr M, M' M\ 


„ 48. c’ c° 3 c’® - etc. My a m‘, 9 m‘, 5 etc, 
„eandem legem sequuntur.” 
Demonstratio, 
Ex formula (21.) posteriori, sequitur haec: 
2YV o° 
EB 
Zu : x Am © 
1+® 


unde deducimus hanc aequationem: 
c? . c? RR 1++ #° 2 
u (Fr ) 9 
ita ut posito c’<f’ habeamus: 
oe c? 
P<p 
contra posito, !<<c", fiat: 
np 
c” < "De 


Eu 22V x . [2 ° . 
Jam vero fractio ——— simul cum argumento x ab nihilo usque ad unita- 





1 
tem crescente, ipsa ab nihilo ad unitatem crescit, ita tamen, ut semper sit: 
2V x 
. 1-+x? 


unde clarum fit, prout fuerit: 


e<<H, e=t, c>t, 
ern u FIR 


quibus cum antecedentibus collatis, theorematis prior pars demonstrata est, 
Alteram partem per formulam hanc ex priori (21.) sequentem: 
2V m, 
ER I) 


we 


etiam fore: 














l+»,;, 


Crelle’s Journal d. M. Bd.XVl. Hft, 4. 40 





ce’ — 


’ 


1+c,’ 1-+-m,!\il-Fc; 1--m, 
c—m? p..e 1—c en 1i—c c-+-m? BEER f} 
MT tm: 2 =m,; er 1-40? = (N): ge 
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similiter ostendere possumus. Utramque vero etiam per has formulas, ex 


(1.), (2.), (4.), (5.) sequentes: 
c® u (Men tee Th m-+f,l, __ e? we] 
— — m _ _— N 


m, + ec: !,/\m,—t;l; m—Cir, m;+ecl; C° m; +6; l; 


m; (27=) (er) Zu c?— 1? m? ee En (m) (<+==)' | 


mM“ \c+!m/ \c—ıMm c?— 1m? \c+Im M,/ \c+#I!m | 
demonstrare licet. 
Adiicere placet adhuc, has aequationes ex (1.) et (5.) sequentes: 



































2V (ec; hı) 2YV\ f, l,) 
o aaa Ny BR ca, m 
MNy m 


docere, algorithmum, quo moduli ce et £ determinentur, denique ubi ce =|/, 
-=|, m,=1 posuimus, his formulis coneinnis exhiberi: 





a. En 2c; f raue _2t, 
us 72, , IT 
sive: | 
= fe IR’ 


quae ad algorithmum notissimo medio arithmetico geometrico similem du- 
cunt, dum secundum theorema (45.), sive secundum haunc formulam ex 





formula (6.) derivatam: 
p2 , ”) eo 2Vm, 


V (1- 7, M 


= 1m,’ 
Oo 


determinatio tertii moduli, dum — = 1 devenerit, ad illum algorithmum 


ipsum reducitur. Ad similes observationes formulae: 
. ii ') 2Y (mr) 
/ 2) C / © rn 2 2V 
nn = ee M = ns I— re, ui 7 
4 Een ı 
17 +7 
Priusquam disquisitiones de natura modulorum finiamus nonnullos 
casus speciales quinternorum modulorum ponere placet, Primum sit f= 1, 











svel=m,et M=L. 
Habebimus: | 
— 0; I? — (ee), wu, (le), Pan, 
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Sic=1, sive n=|] fuerit, habemus: 
"1, Fe m rer), Pi, 


f 1— Im N) I; My Bi ERN + 
A, m? A u 37T, e=o(, Z, =(, m =0. 


Si m, =1 ponitur, sive c,—=/,, habemus: 


[) in, E ) 0 I uam 1—m, Ben 1—m, m,-t+c} ) 
5 mp (EEE > nr © 7 mm er wi /. . 4 \ 
PR TER en 8 
1— m ve } i i u 
et ww; a ee 
1-+-m’ £ 1-Hc/ \1--m/ ? ”. r de 1+c/ \1—m/ ? IM, 1. 


Si n,=1 fuerit, habemus: 














En 5 


=b; 











„ste, Di lc WR PER Mn 
1,’ "iR? o, 9 m =), l — 0, t —— Ü, 


#2 . mn a Br ee a un Bo 1i—M 
m, =1, h, = a ER 1+c/\14+m/? uf 14m" 


ı) 


c 











XI, 
De computatione modulorum, 


Moduli utriusque transformationis sequenti methodo facillime com- 
putantur. Altera in transformatione quantitatibus: 





DB: une m — Cyl; tt — m, —f,l!, 


— mı+tec;l; ? m, tel 
computatis, caleulare licet modulos 7°, 2°, (, .... his formulis (2.), (3.), 


(4.) art. XUl.: 
a Pelze) wege) 


Ouem calculum ita trigonometricum faciamus. Ponamus: 





c 


. . . mn . mn . 
c=sina, /=snß, m=siny, ——I=sinb, =t=sin4, 


1. 


e=sin«, ?=sinß), m’=siny, P=sinb’, ; = in. 
Determinentur aut anguli & et 4° aequationibus: 


a. ai (45 > =) = er cos 2) tang (45 . um ve =) ’ 


cosY 











aut moduli c’ et E ipsi angulis auxiliaribus & et E introductis talibus, ut sit: 





r cos cos } cos 4 cosB 
I. 2 co = —— E= 
cosy  ? . cosy  ? 


per aequationes: 
4. ce’ = tang 


Quo facto habebimus: 


?28, e tanz? 1E. 


| 


40 * 
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”’ = tangzy ftangzecotangzE = tangz Yy re 5); 
I. 
0 
= tangzy cotangze tang; E = tangz He ); 
6. m’ = tangzy tangzje tang$E = tangzYy vV (sin a’ sin A’). 


Si vero formulae (5.) et (6.) angulis &’ vel A’ ad nihil maxime appro- 
pinquantibus, haud magis exactos valores appropinquatos adıpisci velis, hoc 


casu hanc aliam methodum trigonometricam adhibere licet. Habemus for- 
mulas (7.) et (18.) art. XIL: 











o» _ A—m,)(m,—c;!,) oo __ A—m,)(m,—f,1,) 
- ld (1--m;) (m; +c;!;)? ih een: l,)? 
le 2m;(c, #1,) nt 2m, (f,+1,) 





Be (1--m;) (m; +c;!;)? ut A+m,)m; +E, 1,)? 


unde sequitur formulis (1.) substitutis: 


cos (ß’+ ) Ban 2m, (cı +; )FA—m,)(m; —e;!;) ) 








(1-+-m,)(mn, + c;!;) 2 

0 ON 2m, (Et; +1,)+ A—m,)(m, —E,1,) 

/M 0) um ı \bı r ich 3 ı ı !ı), 
u) (1+m,)(m, +!:l,) ? 


unde facili reductione facta hae formulae emanant: 


ER 
sin? —. sin? — . cosy 
2 fl 


2 























tano° 1 /f PL ” — 
” , u / - —YV a) u b) 
OeEa TEE Terz TeLEn 
(232) (232) (u 242) (m 252) 
an (-YV)= R P B ’ 
cos? c2 cos? cos Yy 


. m er Bi. Peru 
sin? —- Sin“ cosY 


tane’ 3(B°-+- Y”) — 
A—) B+7 B—y\? 
(cos ct (cos 7) (cos >) (cos nun 


| 


























2 2 2 
a .„.A— y B 1, . B— 
sin - SR sin 7) En - 
2 z f 2 0__ N  —— — — 
tang’3(b’—y) = 7 r 
cos? o3 cos? 7 6087 


quarum ope valores angulorum £", ‘’, vel B', y’ calculo logarithmico tri- 
gonometrico exacto determinantur. 

In altera vero transformatione primum quantitatibus m, et m», ex 
formulis: 
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e—Im ı __ 0—LIM 


c+im? an c+-ım? 


m' = 

N aa 
I—c m! en td; MY Ba ber 0 
= Vi») Mm Z, =Y m): zn V 1+c m, M, 


alla rursus: 





4 
“ 


. . . © . 
m =sing, LK=sinß, c,=sinYy, en sin D, 7 
9, f} u 
. ° . c . c' 
m, =sina‘, 4 =sinf, =siny\, ——2,=sinB'‘, —- 
I 


atque nanciscimur valores angulorum «‘ et 4’ ex formulis: 
Su C0S& cos j ( ) 2 ’cQ ud 
10. tang (45 >) = TE a tang 4I — = c0sy « 





— 


vel complementa m‘ et m, ipsa ex his: 








1l. mi = tang?ze, m, = tang’zE; 
ubi anguli auxiliares dantur per formulas: 
cos a cos } cos 4 cosB 
12. cose= Ls cooE = — 
cos Y coS Y 


Tum cetera complementa erunt: 


sin @! 
I) = tangzy tang$ecotangzE = tangzY V( h 








sin. 
13. 2 on Yan t RE se) 
„, = tangzyeotangze tanggE= angiyY ed 
14. ce = tang!y tang!e tangzE = tangzYyy (sin«’ sin A’). 


Tria ultima complementa, si angulus «& vel 4 minimus devenerit, etiam 


his formulis definiuntur: 


sin®1« sin? 2 cosy 


aırnV / 
tang : (p +Y) a-+7 a —y P+Y ß y? 
cos 5) cos 5) 608 —,— c08 

er PM in sin — 
tang? 2 (By) 5 = 2 
> 2 7 cos?Z« cos?3 cos ’ 


sin®2 4 sin®Z3B cosy 


x / Fi um 
tang'z (By) = A4 A—Y, str ” 

















ww 


% 











sin 





15. 








—— Wi. 
c03 p) > c = 


we 





ET sin 24 MR. 3 


2 > - 











sin 





2ı Vi um 
tang 2 em rm cos? 24 cos*3Bcosy 
unde anguli ß‘ et y‘ vel B’ et y’ computari possunt, quibus adhibitis 7‘, , 
N, €, Z, M, determinantur. 
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Si anguli in antecedentibus adhibiti ad tam exiguos valores reducti 
sint, ut calculus logarithmico -trigonometricus haud satis suficientem prae= 
beat approximationem, alium algorithmum proponamus necesse est, quem 
in secunda transformatione praecipue adhibeamus necesse erit, quippe in 
qua exactissimi logarithmorum modulorum valores, ad valorem integralis 
ipsius computandum, desiderari postea elucebit. Ex theorematibus (47.) 
et (48.) art. XII. patet, binorum modulorum complementa vel m’ et, 
wel » et z/ denique multo minoribus altera quam altera gavisura esse 
valoribus, uno excepto casu, si fuerit c2= m. Itaque plurimis in casibus, 
complementis zn‘ et /} ut ordinis ö) tertioque ec‘ ut ordinis $ positis, re- 
spective complementa 7‘ et z/, ordinis Ö fiunt, et inverse. Quam ob rem 
ponamus illa maiora complementa fore »‘ et /}, ipsaque ad aequalitatem 
appropinquare, atque quia anguli o, B, Y P, A ultimi parvis valoribus gau-« 
deant, nec per primam nec per secundam computationem logarithmico- 
trigonometricam logarithmos complementorum usque ad quaesitum decima- 
lium numerum exacte computari posse. His statutis hac nova via ad com« 
putationem esactam modulorum progredi licet. 


Primum complementum =‘ =sin«’ per formulam veterem: 
. ar’ /{ml 
tang (45 — 2.) =) (7) 
computeter, cetera vero per jormulas: 
 — Im: c-+2” 


1-+-c"c-+Im’ 


E 











ce = “ m; 
ı (1-+c)? 4 I 
16. | 
1-Hc"c+ım ° mi’ 
N 
M, BERN ! >) 


I 
quae formulae ex form. (2.), (3.), (4.), (5.) art. X. sponte emanant. 
Logarithni euim horum modulorum facillime et quam exactissime hoc 
modo computantur. Inventis quantitatibus: 
l LM 
log —, leg —, loge, loglım., ?loge, 


iudeque computatis logarithmis: 


log (142), log (14), log (1-+ e) 


habemus: 








nn 
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lg! = log, m, + log (14) +log com(1-+c) + log com (1+ ="), 
17. loge‘ ——— 2loge: -1- 2log com (1-+c)-+-log (2), 

logr! = logn,m-+ log (1+ 7) -+log com (1-2) +log com(1-+ 2%), 

logm‘ = loge, + logcom De 


Sed etiam logarithmi logrr‘ et log, ipsi, ad qualescunque valores decre- 
verint, tamen haud minus exacte computari possunt per has formulas: 


u, 5 
/ 2 ] 
"rl (14.=)) 


. (142%) r 
m, , N | ’ 

c (14 =) Pr (++ =)) 
quia logarithmi singulorum factorum exactissime semper inveni possunt. 
Error ultimi decimalis, per additionem quinque logarithmorum ortus, ob 
exiguitatem complementorum nullius momenti fit; formulae vero illae ex 
formulis (1.) art. XH. facile deducuntur, atque, si =; et m{ trigonome- 
trice non amplius computari possunt ad computationem totius schematis 


adhibeantur necesse est. Transformatione eatenus continuata, ut quanti- 
tates m; et postea 77; pro quaesito decimalium numero evanuerint, habe- 








18. 








mus has formulas: 





r 2 L,M 
4 (1 =)» Z, 5 > 
Pi 
l.m 2° 
4 — ' —— 





c, = (1 +.c)? e E 3 
> m e ” . 
quae, si adhuc log ;* ab O usque ad quaesitum decimalium numerum haud 


discrepat, in has abeunt: 





U m? c® A m? 


Diversis his methodis apte adhibitis, per algorithmum continuatum com= 
plementa modulorum quantopere libet deminuere possumus. In altera 
transformatione, ubi, tantam certitudinem omnium modulorum logaritımo- 
rum haud desiderari, postea videbimus, tamen similes formulas propona- 
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mus. Nimirum habemus ex form, (1.), (2.), (3.), (4.), (5.) art. XII. su- 


perioribus has: 

ar. A 
[era ae) 
a (+) 


—i 
“ 








N 


mn 


„» 














= 
eh) 
21. m zu re 
ae if Kaur 1 2), 
(re 


a er (14%) a £2 
FE) 


quae, si quantitates c° et f? pro quaesito decimalium numero iam negligi 

















possunt, in has abeunt: 


0 2 e® 0 fl 
= Zt): he x 
el . P ce? 
. P = 4(145), 
, m? c 
ae (i+m,)' 7? 
vel si adeo n = 1 poni possit, in has: 
> ) 2 . fi 
c' -i=-; mM"=--; ff 5° 


AV. 


De natura et computatione uomerätorum. 


Aggrediamur nunc ad numeratores integralium tractandos atque 
computandos, atque disquiramus, ad quos limites, transformationibus repe- 
titis, li appropinquent. Habuimus in priori transformatione quatuor for- 
mulas (10.) art. XI., quae facilibus reductionibus factis, in has abeunt: 
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oO 
Ba - c er 
P; zn; (l1-+c)(c+!m [$P+30,], 








nr m Le; 
1. vı (1-Fc)(c-+-Iim) c-+-Im P+2750 2 |» 
ur ic 2 
2 = Tfojlet:m [3 P.+30.|; 
2 2 cLM 
) = a per 
2 (l+c)(c+ın) Bi P; e cm 0. | ’ 


Adıreiamus adhuc has formulas coneinnas : 














9 
PF—-(0 — 2 1-3 
’ f “ı (l-+e)(ce+ Im) ar 30] is 
[} 9) 
P—( = - 5 PR—30.]”' 
5 di actwle 2 0] a. 


Hic quantitates P, et Q, coefficientes integralis dati erant, aeque ac P, et 
(), coefhieientes integralis complementarii ita determinantur: 


ji, Rp —=u A, 


!,m, 


Inde ex formulis (1.) clarum fit, quia factores RT wer 


, 


1+c)(c+!m) 
P, \ 
factores (= —;0 ‚) et 


tii vero factores 7, et 7, denique evanescunt, etiam quantitates Pı et 0, 





transformationibus repetitis denique = # fiunt, nee non alii 


et 1a 





Put : (P,—0Q 
( u 2) abeunf, ter- 


——3 0.) in 


nv 2 


ad aequalitatem rapide denique convergere, eademque natura quantitates P, 
et (, gaudere. Id quod hoc theoremate magis strenue pronunciatur, 
„‚ Quantitates: 
n AR PY’— 0” 
Yn { n $3n N eoyn Bi. 
>$) 4, nv \ P . nv () b) Aa ( ! z U) b) 


\ 2 / ] 2 
e < (m ") 
ET 





ad eundem finitum certum denique limitem appropinquant, similique ra- 


„tione quantitates: 
m m) 
Ym Pim) Y (or Ym ir, —(), 
>; Be 3 m BD \ (M _. 
i 





ad alium limitem eundem accedunt.” 
Demonstratio. 
Ponamus transformationibus toties repetitis, ut usque ad certum 


decimalium numerum habeamus: 


(n—1]\, 2 (n—1), 2 (n\ (n) 
u Re — (Zı__ N ei "1 
zn. d m— t — ‘) — D) p) c) .,— b) EEE 3 


[i 





ubi 2 numerus transformationum desideratus fuit. 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XVl. Hit. 4. 
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Itaque erit, id quod formulae (3.) docent: 
pt!) _ o”tD 


Miles < MER 
[m A 4 4 





pP — 0° — 
2 .. 


atque 





n n+-1) ER 
Aa z 3 


+1) \? | 
(mt ) ) 


Similiter altera pars theorematis demon- 


Fe 


Re (Pi 0!) 
> 


(m 
\ 


id quod erat demonstrandum. 








stratur. Indeque elarum fit, denique fore: 
„(m (m) m—1)} A/m—1 
PP") = ()" — Pr, — 1 Pr-D — Il)\r-ı) — ı £ -(), 
ı zn .ı — y m oz E 2 1 aa 2 x ı nn 2 (M m—1 oz ’ 
1 N 
n in (n—1) n—] 
PD = 0") — he == I — 1 Pr-1) — 10-1) —_ ı + O, 
Dia. ı n\2 EM 2 2 vg wo. mi ı3 ’ 
(m m 
1/ \ L / 


usque ad eundem certum decimalium numerum, 
Si alteram formam numeratorum (/}, cos® +S sin’®) praeferamus, 


habemus ex form. (20.) artic. X].: 

















\ R = — x u R, — 2 I, y 
5 | I (1+-c)(c#!m)L 2 | 
: a 2 1I—c,,| 
Ay ıS a ER ZZ En Zu ‘ 
’ (14+c)(e+!m) Ad 2 ki mM, 
Ex form. (19.) eiusdem art. sequitur adhuc fore: 
4 1 14 14 »4# ' ‘ 
6. N, pen 7 Sur S, y S, —— L, Ih, M,» 


ı 1 


Hic theorema antecedens in hoc abit: 


„, Quantitates 


On 
en ’ıın di Feen n 
„T« "h,, [m]? I 
Lg 
„ad eundem limitem appropinquant finitum, similiterque quantitates 

yr >’n\ Ir \ 
- RT, [# ; 00%, 

. 


„ad alium limitem finitum accedunt.” 
lam vero nihil restat, nisi ut expeditam methodum adiiciamus, qua 


numeratores ad valorem integralis determinandum satis exacte computen- 
tur, quippe quam hie ita instituamus necesse est, ut in priori numeratoris 
forma logarithmi coefficientium ipsorum P et Q in quantitatibus P,, P/, 
P'—0/, PA—0, in posteriori vero forma logarithmi coefficientium ipso- 


2 « 

rum Zi et $ in quantitatibus: 
IF E 74 ’ 

> Ei 


2 
in quaque transformatione usque ad ultimum deeimalem exacte determinentur. 








y r . > . . 
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Ponamus hunc ad finem illie: 











u — ) 
n == 1, . 2 er 
P, ze (, = Pı P—o, (), 
+ u: ig a = n[p'P+4 00], 
(1-#+c)(c-+ 1m) 4 (PR —Q)) = n'[p P—v' 0], 
8. 4 pn er = n'n"|p"P+g"0Q], 
(1-+c’)( +! m’) -.2 (PP—-Q)=n'n'"| PP—»\ 0], 
4 2 y er — n'n'' el? P+ |, 
— pe — n 24 77 HH id 
(1 cc”) (0 + 1 m’) IP Q J=n'n"n'"[p P—ye" 0], 
etc. 


Ex his quantitatibus sine ullo negotio emanant quantitates P, et P,— () 
nimirum ex formulis (3.) adhibitis erit: 


n 
e m [mP— 0], 


(R—0Q) = 1ı.,m,|rP-+0V], 


‘ y n' 4 ) ‘ 
2, N Fe AP 
9 I, m 
’ arm PN ee ‘D / 
2(P—0Q,) nm, [pP P+9'0Q], 


2 Pr = bc | p\ P- q, |, 
2(P’—0Q, = n'n“ı) m, [pP P+9" 0], 
etc. 
lam vero ad quantitates >, 9 computandas habemus has formulas 
ex (1.) et (2.) sequentes: 
p=1; =$V, pı=1; 1m, 
2p' p'i+e)—p = ct; 
2p = [nn —plii—ec)]m, cm, 
= gliH)tn <, 
= [tr 1—o]lmi, = m; 


} | ce— m‘, 
pn = ce], 


RE 
em, Pr‘ 4 


a i } 1-Hc'’+ m‘ 
29" o(i+e)+9, 2 


| 





10. < 
27 = Im —ri—eolm; 














| 











“ [2 nl 1—c 
2 = Item = m [€ |, 
etc. 
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ita ut habeamus post r transformationes: 

















u —ı /1 (n—1) pP u) 
2 (A 7 ed Et 4 
a) n—1)___ —1)/ 2 {n) 
11 ip = r lie ei mi, 
) g) — get (1+ eV) .— en, 
‘ Ei. 2 (a—1) (n—1) —]) \ (n\ 
2 el 
quae formulae cum his ad computationem aptioribus commutari po3sunt: 
2p” —: 2p“ —1) N, 
2 = ne eS 
Yo 5 BE n—-1) m p” 1) —1\\ 
12. «P, = P: o fı— 2 (1— nl, 
P, . 
’ gr. 
"u SR (n—1\ (n—1\ ’ 
ae]; 
quarum ultimae denique in has abeunt: 
13. Ip = pm", 207 = RL 
Si vero alteram numeratoris formam expeditissime computare adhibere 
velımus, ponamus: 
, (= rR—sS, 2R=n'(r' R—s'S, URU=n'n"(r' R—s'S), 
Bra =s,0—r, R, 28 == ns $S—rR, YS’=nn'(s"S—r/k), 
unde sequuntur ex formulis (6.) hae: 
B, wm - (Ss $—r,R), 
in ” 
$, De 2; DM, \ /’ R en $ $) y 
IE = ‚Sr &) 
15 5 Bm, ” er 
2, en Ar (r' R—s'S5), 
”"R' — fr (s"S —r"R\ 
” = n “a BER 
25, a en" r'"R—s'S), 
\ etc. 


Coefhicientes vero r, s, ete. ex his formulis, quae ex form. (9.) se- 


«suuntur, determinantur: 


sl, s=0, nl, ul, 
Ir = rllte+r = irre, 
16. ar, = [rl c)+r|m; = (l-e)m;, 
se sit)ts =, 
25 = bSs(l—c)+s]lm, = mi» 
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Ir — r d+e)+r an an nn in Aa a nen 
2r = [r(1—e')+ri]m’ = (CHat—e)+U-om;) m“, 


u 








16. (1+ ec’ 
2 «te, 
2 s“ = [s’(d— e‘) +s] m“ = 2 + =) I, 


etc. 
ita ut post r transformationes habeamus: 


2 = MIALE IT) Le, 
1 ) r” N [= Ace N) > Pe] mo, 
v 9, s”) ng sr) ( l m C Pen 2 , 
2 = KAM EN) HS" m); 


quae formulae mox in has abeunt, computatu faciliores: 








Y „u DEE; pn 1 (n--1} 
Zr" m. 2 + r", 
% n) u ee 1—1) 
zZ = X: -1- 5, r 
n—1) 
2) mn le) n 7 1] )\ 
18. ir’ =n m‘ Pr (i—e |; 
u 1 
) 1 Prr 1 
: — N n / (r—1)\ 
2 = stm ir — (l—c |; 
ltimae denique fiunt: | 
quarum uitımae denique hunt: 
O Yun) — eael) (0) Yu ee) 
19. AT, _—— r m; 5, = I N, y 
Ex theorematibus (4.) et (7.) patet, terminos serierum 
: 2 
ER | aa 
np5 nn'p, nn'np’, etc. 
ER | / BE „ER 
ng, nn'g', nn'n'g', etc 
ER ET 
NP; nn'p, nn'n''p 
20. hu 8 | Su = r r J Te m ur q etc, 
!,m, Im, lm 
/ re "| 
nd rn ( ARRA LK 
BE >) ee >) ats Br 1; Be a J et C ° 
!,m, I, m, m; 


ut certos quosdam limites finitos appropinquare, quos respective per I], 


Il,, K, signifieabimus. Eodem modo termini serierum quatuor 
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[ ar, nur, I, 

NS, nn's, nn'n‘s"', etc 

2%. nr, nn'r, nn'n'r, be 

en, ? Um‘ ? a. 

NS; nn's, nn'n’'s’ etc 

Aus” Em, ” En, R 
limites ac adunt. auos ner P. 2. P >: sjontieabimus 
ad certos quosdam limites accedunf, quos per I, 2, U, 21, SI5DIMC ö 
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lam vero aggrediamur ad numeratores in altera transformatione 
aeque tractandos. Ex formulis (39.) et (42.) art. XI. hae formulae dedu- 


cuntur, pro forma Ilcos®’+K sin®® numeratoris valentes: 
9 











II = BORERERN ae FR z I IV 
3, \ (Im, )(m-+c,!1,)1L2 I +3Kil, 
ro: rn 2 m | 7 
|] —N m ee a (' 
| ! (1-+-m,) (m, #ec;, )L2 Il, 2 I ud 
) U ()2 ( 
> N Lu Il; — K? LG P I, mı — Ki; 
Gr  . GRREEEER !' ce“ > 2 !° c® 4 


Kodem modo pro altera forma numeratoris (P— 2 sin’®) ex form. (50.) 
(51.) art. Al. hae sequuntur formulae: 











WE SPERREN: TERHERER, = 5... WURDE. 
23 \ I-m, FR; mim ie 1 
N u een En Te De P,| ce" 
za (A+-m,)(m, +e;1 >) 2 . 
». ( 
“ \ m ı Ö 0 \ 
24. P= --, 2, zu Pit y 
cl a 
Kursus hıc thheoremata habemus haec 
‚Ouantitates: 
II: —K 
/ ) ) EEE 
oe, ug, Piz, 
j ‘ at IT, —K, 
? 8 . ? K' ; 2? TO 2 
Su 
\ a < 0 
) u 
2 ., 
(< 
e)n 
97 P We) nz > n 
- TR (EV u 


„ubi per indiceem rn adiectum pumerus transformationum repetitarum de- 
„signatur, numero 7 erescente ad certos quosdam limites finitos accedumt.” 


\d numeratores facile rursus comparandos ponamus rursus: 


ar I], —=7 I+ kK, ve: R=oP—c2, 
u IL, —K, = zlI—A,K, 2, =nr2—oP, 
4 2 7° = v’(alI+#kK), 2 =vV(!P—e'2), 
— (im, (m. +te,1)’ 2 T-K)=vV’@lI—hR, 22 =V (N 3— (P), 
4 sr = vv" (a ll+atK), 2PP ev" (P-0"Z), 
—— (1+fm°)(m°+cR)’ 22(I-KN)—= „yo WII-koK), Er amy’ „(ENEmP), 
etc. etc. 


unde formulis adhibitis sponte hae prodeunt formulae: 
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1 1 
Il, =, mll—hK, P, = 7 123 —0ı P), 
1,—K, = fI(zlIl+ kK), In De tl(eP—c2), 
| v° yd 
‘ 0 Zu 0 l ! DD () 
I II) — 1° c° (z,II+4’K), r = PX ( zz, m), 
26. nY/ ( ) ( A I)EUYO/,D ) \ 
2(I° —K°) — y'f (’(a’TI+A'K), =’ — yfI (0 P—r $), 
92 TTo Zu vv” , m ‚00 } PET I an ) 
rm = KE@I-mR, Wo 2 mE np), 
(II — K’’) Be vu" X" (zPII-+APK), 2. = y’yoo go wm / o”P Be, .\, 2r 
| etc. etc. 


Coefficientes vero 7, k, ex his formulis computantur: 
z==1, 20, z,=1, et, 


27 = n(l+m)—r, ze Ms 
97, Im, = [Im —r(l —m,)]|E = mc, 
2 —= kl+m)+Y, us 1, 
2 = I[h+kl—m)| — m, 
etc. 
et generaliter: 
27 u "A + m“) —_ m, 
Im = [7 — a’ (t—m")]c”, 
2m —_= KPl+ m) AT, 
2m = (Ar AI dm)”, 


quae formulae mox in has simplices abeunt: 


) ”) = 9 ze, 
8 er 2 Karl — kl, 
28. a | | 
v2 rd 
7 ki" — a a 


Contra quantitates 2, 0, in altera forma nominatorum computandorum ad- 


hibita, his formulis calculantur: 
e=1, cs=0, a=0, n=l, 


2 = A+m)e+0; 
2, 28 = Um) etn)e, 

20 —= (l+m,)c+o, 

20, = [(I—m)r+o]e, 


etc, 


et generaliter : 
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Wi a N1-—1) (n—1} (n—1\ 
2" me (1-+ m") ten, 
n-1) nl) (n—1) Ö 
20, = le" A— m )+ei]e, 
> 1) n—1) (n—1\ (n—1) 
Ice = cc I+Fm)+o", 
El) ae n (n—1)\ n—1) 
au (—m, +8, 9 
quae formulae post area BE in has abe: 
‘ r lie it Ip) Bi N] 
20 u; C "+0 Sı u B, gs p, 
20.’ = I" ” on, 2 u“ nn 
‘x theoremate (24.) prodit hoc, „termini serierum: 
y% - VE WVUHL Rn. „vo, vVp, N Es 
ol un" 29 yydyl! ZW vg yy’ ) w 
„yhe vYyidg ie we = 22 27 9%; . vvdYC, v» de 


„ad certos finitos limites appropinquant, quos im ai per 
„I, 6% 8, 5, 


„„designabimus. Eodem modo termin serierum: 





vn vet vv"n, vo, vv’ or v vv?’ 02° 

„ I C 9 Ic o 93 .p® c‘ u SE 2 „ 7 9 "Pr° 9 709° ce „00090 
vh, vv’ h E vu; er v0, vy° 07 yyv’ y°°® er 

a 7 = 7 2 , Tr >” 51 Pe .ee.®»0o0 4 le , Pc? ? 77% .° c 00 b) u... 


„ad certos denique limites respective: 
p) 7? 2 y 
>> I K, ’ R, ’ S, b) 
„appropinquant. Quae theoremata etiam directe, mutatis mutandis, ex 


= 


similibus in altera transformatione deducere licet. 


XV. 
„uomodo Iimites argumentorum, integraliagne indefinita et definita ipsa computentur. 
Revocemus formulas (44.) et (45.) articuli XL, quibus limites D’ 
et ©,” et Y, determinandi erant, ut satislieret aequationibus integrali- 
bus (40.) vel (48.) eiusdem artıculi. 
Ponamus brevitatis gratia bie et in sequentibus: 


/{ m’ - ER 

4 4 Erz 2 

| L— ? sın? f) (1- —— m? - sin p 
i 

k> en 


IRRE SEHR OESEEON.... ) == D{D,c,d, m) 
L - (1— c? 1?) sin? A $ ; 





v 
quae quantitas simul cum 77, ad unitatem appropinquat. Qua denotatione 
adhibita, ex formulis (44.) facılibus reduetionibus factis prodeunt, hae for- 


mulae: 








>, sind’ = (14m (1+ 22) ER N, 
ee u a V (cos’g rc F sin?) 1-D(g,ct, m)? 
BEER: +) me. 1 ö 
., i n — a >23 ae 5 0 0 
EN ke (1 V(e os’g +c: 1 sin®p)'14+-D(@,c, !, m) ch sind, . 
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Iam vero duos casus, quibus utraque aequat. in (40.) vel in (48.) discer- 
nitur, accuratius disquiramus. Primum igitur posito: 


ö 1 h 
4. D < arcsin VIrsn & 
et minimis positivis valoribus ipsorum ©’ et ®, e numero eorum, qui Tor- 


mulis (2.) et (3.) respondent, assumtis, habemus hane aequat. integralem: 


- fi (Teos®p+-K sin’ p)dp 
e Jo V(A m)) 


j* (II eos? p-—K7 sin? p)dy +" 2 (II2 eos? y +-K? sin? ®p)dp 
m 

















V (A(c°’, 1°, m?)) V(AcE, I’, m°)) ji 


Tum vero posito: 
st 


i 
6. P>aesnyir.n) 2° 





integrali dato in duas partes diviso, habemus: 
7 (Il cos? p+K sin ?yp)dg 














e Ale, !, m) 
wi. y(i+c,!,) (Meos®p+K sin? g)dY +/" (II cos? en y)dg 
A(c, !, m) . I Al(c, u I 
vii+e, !,) 


quarum priori per priorem, posteriori per posteriorem aequationem (40.) 
art. XI. transformata, habebimus: 


8 5” (IT eos? p+-K sin? p) dp 
u j Alc,t, - 























-j' (TI cos®p-+-K? sin ar Alt z (II2 cos? Fee sin ’p)dy 
u; A (c°, 1°, m?) Ate,® m") 

f"' (TI cos p + K? sin? p)dp +f” & 608? PER? sin? p) dig 
Pe A (c°, 1°,m?) BEIN > ::- 


aresin= r 


Posteriora duo integralia Jun secundi in unum hoc transeunt: 


f" > (II° cos? g-+- KT sin? in? p) d 4 
. Alt’, l, m 7% 





o 


In prioribus vero integralibus novis loco argumenti ®, posito m — D, post 
faciles reductiones, si nune per W°, angulum 7— /), qui igitur, maior 
proximus formulae (2.) respondentium, plerumque ad angulım 2D pro- 
pius accedit, denotamus, habemus ex aequat. (8.) hauc aequationem ea- 


dem forma ac (5.) gaudentem: 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XVI. Hft. 4. 42 








integra', Abelian, prımi ord. commentatio. 


326 22. Richelot, de transformalione 





. A(c, !, m) 
Zu A (IT eos? 4+-K? sn®’p)dop +f” (I} cos®p -+-K7 sin? pdp 
. az AP, V,m”) 


va A(c’, 1’, m‘) 


N "(MT eos® p+Ksin?p) dp 

















oO 


Si porro O>-—- et <7 fuerit, integrale datum ita representare licet, po- 


stoDPD=r7—'D: 





10 Fu (Meos®p+Ksin®p) dp 
’ o A(c, 1, m) 


(Teos®p-+-Ksin?gp) dp / 9 (IT cos 5 sin?) dp 
A(c, B, m) J/o Alc,! m) 
Huius aequationis termino ultimo per formulam (9.), quia argumentum ’P® 








— 
| 


«ı/ 0 


. st . 
minor quam — est, transformato, atque hac aequatione, quae ex eadem 


ni 


. T . ® 
aequatione (9.), Y= 5 Pposito, sequitur: 


1] F (II vos®p-+-K sin®p)dp __ Mi (TI? cos®p-+-K7 sin?g) dp 


A (c, !, m) A(c°, I’, m”) 








adhibita, fit: 





1 F (IT cos®®+Kein’g)dop 
2. Fa A(c, I, m) 


-f" (II cos Er K?sin®y)dg ER 96 (TI® cos? + K7sin’p)d p 


er...) A(c®, I”, m”) 


f" (1, nähe An sin?) 
a A(E°, | ‚m‘) ’ 


ubi aut D/ aut (7— PD’) minimus positivus angulus fe (2.) respon- 

















dentium est, prout fuerit: 


aut, np < rt, —=sin’d, aut, sinp >; „msin‘d. 


Ponamus vero, ut rursus bie ad formam (5.) et (9.) revertamus, loco 








Ipsius: 

’ o c o © o 
13. D' eo... Ir VD, D, ee... —D,, 
quo facto ad aequationem rursus devehimur hanc: 


14 7 ? (Teos®p+K sin? p) dp 
A(c, I, m) 


- (II, eos" p-+-K, sin" 9) dp +f® ( II} cos 2). 
m > o j Apr 


Ac’I’ m 











Qua consideratione continuata sequitur aequationem integralem (5.) sem- 
per stare, si limites determinantur, quales in sequenti tabula expositos 


iInvenis. 
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Ponamus esse: 
0, D' ) 2 
minimos angulos positivos, quorum quadrata sinium et ex formulis (2.) et 
(3.) et ita determinentur: 





sin’d = 
(i-+e;,!;) 
Posito: asp >0<0), >32), >i<r—|), >r —-d<m). 
BB |. are D. = -D, =r-d, z+D!, 27 —D, 
Brit: + a 2 Pr 
and, =D,, =D; u —Y,; 
Dr<ati), Drri<Y), DIH<Im—d), (>Iar—i<Im, 
27+0, 37—V!, 37 +0, 4r—VD, 
D; ’ D, ) —PD . u D, . 
etc. 
(>hn<hn+d), >hn+tö<ikhtzin), >h+in<in+1)2-0), >ch+N)a-ö<fht tn), 
2hn-+g), 2h+l)n—y}, (2r-+1)a+g°, (2h4+2)7— 4 
Ya; 425 9: 4 


ubi 7 quilibet numerus integer est. Prorsus similemque tabulam pro ne- 
gativis valorıibus anguli ® adipiseimur. Quia vero formula (2.) docet an- 
gulum ©, eirciter duplicem esse anguli ®’, inde patet, ut verum valorcın 
argumentorum ©) et ®, adipiscamur, eum plerumque mox assumendum 


o . 5) . eo “ . . ” 
esse angulum PD, , qui angulo 2® proximus sit, angulumque © minimum 
esse ex formula: 


sind’ —= /!’sin®? 


prodeuntem positivum vel negativum. 


His positis, quomodo transformationem propositam continuemus, dis- 
quisitio sponte emanat. Quo facto, videmus primum, limitem 0, quo an- 
tea utraque aequatio integralis discerrebatur, 


1 
16. = sin = 
Ö arc sin viren)? 





. GT 4 a ul 
appropinquare ad 7° Tum videmus angulum %, im =0, et = 
devenerit ex formulis: 


sin p cos p o_ Hamm? 
17. sud’—=1-+-c? YA-e 0) =. sin D' 


determinari, atque integralia in hanc formam abire: 


}* (IT, cos®®p+K, sin®p) dp 9 (MM, cp HR, pidp 
0 (1— c? sin’) ’ J 











(1— E’sin’gp) 
42° 
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Postremo vero si adhuc c evanuerit, erit 
18. G,=29, 9% =0. 
Inde generalis argumentorum lex memorabilis prodit, quam ut explicemus, 
totamque translormationem brevi in conspectu ponamus, hanc denotatio- 
nem in art. XI, propositam atque confirmatam adhibere velimus. 
Ponamus datum angulum numeratoris coefficientes et modulos re- 


spective esse: 


1 D, En . . > . . - . . “ Il, K, e, B, Mm; 
post primam transformationem habebimus: 
arg. 
a rnetle Ban a 


HH 
nn Kae a 


post secundam transformationem habebimus: 


19 are. 
Pr, g a re BE Ay m 
/ er Oo ’ , ' a r , ’ t i 11% , gi y’ m"; 
post tertiam transformationem habebimus: 
arg. 
Pr; 0: ; rt h Pe; ung , ; Be Kr, uf m”; 
ee , rt Gr , Pr u 11,” \, 5 er 1, m’; 


etc. | 
umenta ® infra adiecti originem eorum ex anteceden- 
Iam vero sequitur hoc theorema: 


\ 
\ 


ubi indices apud arg 
tibus argumentis accuratissime indicat. 


‚„Termini serierum horizontalium angulorum 




















0 00 000 „0000 c 000 0000 
2 Pf; Yıı Fıı,ı Pı111 Fı1,2,2 KERN 
D rg Ta > ’ EEE etc. a9 1 . C, 
m 2, 8 8 16 8 6 
() 0) 000 0000 000 0000 
p, Paı Para Prııa a 22,2 2,2,2,1 etc 
ne... en 3 " 
2? 4 ? 8 ? 16 R 8 ? 16 
X p ) ‚ OO VOOO 
f,,2 fı,2 11,12 
1,2 1,21 1,2,1,1 RR 
u — 9 3 etc, -. z etc. 
- 8 16 16 
00 000 0000 OOOO 
Fr2 22,1 Fr a,11 t Pr 1,12 t 
—, Zu, —e etc 57 eo. 
4 8 6 
OO 0000 0000 
fı,12 1,1,2,1 212 
—._ —_— ete —_ etc 
8 ? 16 ’ 16 
000 0000 OO 
) ? 2.1.2.8 2.212 
u, u etc. —_ etc. 
Ss 16 16 





P,122 


0000 
1,1,2,2 


16 


0000 


etc. 








16 etc. 


0000 
1,2,2,2 


16 


etc. 


DEZ Eu 
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ad certos denique limites appropinquant, et adeo, si post z transformatio- 
nes /”) evanuerit, ii anguli, quorum ztus index 2 est, ipsi evanescant. 
Ponamus illos limites respective: 
19. = D, D,, D,,23 ®,.; P,12 5» ®; \,. ’ D,.2 ’ D,2,2» 
ita ut brevitatis gratia omnes indices (1.) sequentes omittantur. Quo theo= 
remate adiuti, cum integrale quodque, quantitate (II—K) ex theor. (24.) 
art. XIV. simul cum c ad nihil appropinquante, ad Il.® denique revenire 


videamus, sequitur hoc 





theorema. 
Valor appropinquatus integralis indefiniti Abeliani primi ordinis: 
|; p (Teosp+Ksinp) dp EREn 
o VIl- ec? sin®g) (AI—L sin®p)(l—m?sin®p)] 


erit: 


[® +0,.+0,,.+0,,, et] (PII+ KK) 
+[9.+ ®;.» + P,.1, + ®,.,. ete.] (P,II— K,K), 
ubi P, X, PX, limites in artic. XIV. determinati sunt. Eodem modo pro 
altera numeratoris forma hanc adipiscimur aequationem: 

? (P—2sin®p) dp a4 
Jo V[(l—c? sin?) (1— 7? sin? ) (1— m? sin? p)] . 

P+P9.+9,,,+ 9; ete](?2P—S2) 
+[P+®,,+ 9,12 + ®;., ete.] (S,2—R,;P). 
Animadvertatur in prima serie eos limites D stare, quorum indices parem 
numerum signi (2.), in secunda vero, quorum indices imparem numerum 
signi (2.) continent. In utraque serie hactenus progrediendum est, ut li- 
mites D decrescentes usque ad quaesitum decimalium numerum evanuerint. 


20. 





21. 


ST 


In his generalibus valoribus integralis indefiniti posito ® = 7, omnes limi- 


- “ ® gt . E 
tes evanescunt, primo D excepto, qui in 5 transit, ita ut habeamus: 





TE 
. (Meosp?-+-Ksin?p) dp de 
I, vd eo: sin®p) I—P sing) I—m’sintp)]) (PITXB 5; 


22. 





? (P—2sinp)dy u nt 
J. V [(1— e? sio? p) (1— 7? sin® p) (1— m? sin? pP) (RP— 52) 2 


Adnotemus adhuc has aequationes ex formulis (25.) art. XIV. prodeuntes: 
23. F'(skelm) zZ v”’F(a’k’c’ m’ — v’ y" F (m kW c® IP m”) etc. 
ubi brevitatis gratia posuimus. 


2? (AIR) (2,11 +8, K)sin2p)dp 
/ . m 2 . z 
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atque eodem modo: 
24, f'(erclm) zn (oc c’Pm‘ ) ze yo! (e 00 0° c? 19 7%) | 
etc, | 
ubi positum est: | 


2; 


‘2 [(oP — 02)—(0, 2— po, P)sin? g)dg 
o V [1 — 02 sin? p) (L— 1? sin®p)(L—m*sin®g)| 
Quantitates 7, Ä, e, 0, in form. (27.) et (29.) explicantur. 

lam vero ad alterius aggrediamur transformationes argumenta accu- 








f'(erelm) = 


ratissime computanda. Quem ad finem revocemus formulas (15.) art. XL, 
quarım ope argumenta ®/ et ®, determinabantur, ita ut satisfacerent ae- 
quationibus integralibus (8.) vel (22.), quae nonnisi forma numeratoris in- 
ter se diflerunt. Ponamus hic brevitatis gratia: 


‚ ’ i I2m? . 
Vla-e sin?) fi = sin? e)| | 
c 


.> == E c, /, m) 

cospY (L—1?m?sin® g?) (9, Du Be 

guam quantitatem, simul cum modulo c ad unitatem appropinquare patet. 
Facilibus reductionibus factis, ex his formulis (15.) art. XL. 








25. 


1 — (1— 3% sin? p; 
1— (1-4 37; siu?g, ’ 


1—ld-r c’) sin? p, A . 
# 1 ) C m) = 
=6 1— (1+1. c,)sin’g\ =tL0 ER 





hae prodeunt: 


j Im tan p 1 
) > \ ser D_ 
| tang . (EDONE- c ) V(iA—lm:su’p)'(1-+-Eg)’ 


eo — Eu lang EN 
|tang €. za /, 2; (1+# a Pr7 Arten tan P,; 


ubi ©‘ et ®/ semper ut anguli minimi positivi his formulis respondentes 





27. 





assumendi sunt. Hine methodes minus elegans atque minus expedita in- 
tegralia nostra indefinita computandi derivatur, quam ita instituendam ex- 
ponimus. Ponamus rursus fore: 

datum angulum, numeratoris coeffiecientes et modulos respective: 


aus D), == P, = (), eu 4,1,M, 
post primam transforınationem adipiscamur: 
hos angulos: numeratoris coeflivientes et modulos: 
‘ 74 / / / 
Ei» Es RR we 4 | 
28. D’, P' r G, 0.2 
post secundam transformationem hos: 
7 dt y44 BT ’t /i 
D,; Ds En 0, I, AR ’ 
#4 “4 y u tl [77 [77 
Di: D,ı> 2. 5 e,L,M, 
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DZ, 


post tertiam transformationem: 


hos angulos: . numeratoris coeffiecientes: modulos: 
77 ‚u u Zi iu ‚HH dl dıl ddd 
28. Di , 1,2,29 721,29 2,2,1 9 P' B V; er, l , Mm, 
ZZ ‚ 44 4 ‚u [IZ vll /1l dd 
WE ’ 1,2,1 ’ 2,1,1 ’ 2,2,2 ’ ” 9 O, ’ 6 ? L ’ m” ’ 


etc. 
ubi indices apud angulos rursus originem ex antecedentibus ordinemque 


transformationis indicant. 
Transformationibus repetitis denique ponere licet: 
ce, == 0 et: m, a d, 
integraliaque in integralia elliptica tertiae speciei quorum modulus proxime 
ad unitatem accedit, parameterque forma — c’sin’® gaudet, reducuntur, 
quae secundum articulum (98.) primi tomi libri illustrissimi ‚„Traite des 
fonctions elliptiques par Legerdre” computantur. Quem ad finem, 7 esse 


numerum transformationum desideratarum, ponamus, ita ut sit: 
ce" = 0, 7 u m”, 
1 


ı 1 
Denotemus porro per ©” quemlibet eorum angulorum ntae transforma- 


tionis, quorum indices inferiores parem numerum sigui: 2 continent, et 


qui igitur ad numeratorem 
() (n) gin? 
PD — 0 sin®: 
pertinent, eodemque modo per ®”) quemlibet eorum angulorum tae trans- 
formationis, quorum indices numerum 2, aut semel aut ter etc. continent, 


et qui ad numeratorem alterum 
n)_ 0% sin? da) 
P> — Q%° sin?®* 
His positis dico, valorem integralis indefiniti exprimi per aggre- 




















pertinent. 
gatum REN huius formae: 
(n) (n) (m) (m? _ in) i (n) sin pr) 
ra. ' e( p P\'’m‘' —O m”) sin pl 
og nat tane | 45 + —-) — — —- log nat —— 
29 = m‘ 5 + 2 2mmt 5 1— m“) sin p” 
« 
o , z f Fr r 
p” 0”) ( p”) M n) zZ (®) + ra 1) sın p, (n) 
+ = log nat tang (45°+% pr I N —G: og nat 
M° 2MM, 1— m”) sin pw) ’ 


quae formulae, si angulus P? vel PD? proxime ad unitaterm accedit, in 


has abeunt: 


























pi” MH) p” dp er P”” A 0” aa 1+ m”) sin pr) 
s ci) — m? o  Vll—c"*’sio’p) 2m") m"? 5 1— m‘) sin g\” 
30. +: pP m) —_o" p7 dp pr „9?_o® 1-+ m”) sin p\”) 
Ein PER, ie 2? o EB ud 

2 u m? f V(l—c"? sin? p) 2 aM) Mm 2 log nat ss M\") siu gi) > 
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Iam vero, si praeferre placet, transformationes toties adhuc per formulas: 


a taug 
31. tangd! = (1+ m’) 7 nd tangd, = m‘ tang‘ 


I— m* sin? p) ’ 
repetere possumus, ut usque ad limites IIII, KK, in capite XIV. descriptos 
perveniamus, quantitatesque ordinis m’ et m” negligere possimus; qua- 





rum transformationum numero per 2 rursus denotato, valor integralis in- 
definiti ex terminis huius formae componitur: 


I, P-K,O 1+ sin p'” ne m”) sin”) IP—-KO 
log nat (> Er ") —) 4 onFi log nat ( 


1— m”) sin p“ 


1-F m” sin g'”) 

















Onti 
- 


lI— m) sing,” 
N NTP+ KO FRE E un = er w> ir m 1 II, P—-K,O En (> uufetahe N 
Inti Do 1— sıny 1— „\®) sin p" Yntl 1...u0 Sing) 
quae expressiones, si anguli OD" proxime ad unitatem accedunt, cum his 
eommutentur necesse est 























/ I, P— KR ( q” d E j I-+ m“ sin p) 

ee ) ( r er loo nat wir — 

. Jo Vil—e”’sin PA) RER 1— m sin g‘“. 
IP-X-KO 1-+- m“ sing” 








— lo» nat | 
y In D 1— m”) sin p" 


& PK r ( j q dy 17 i 1m” sin er) 
= >= an u - — 1loo _ 
i)n ü vi—c n‘? sin? 2 = na 1—M n sın g,; 


nu Ü 


33. 











II,P—-K,O 14 sing, 
1 Sri log nat ge, 








sing” 

Prorsus similes expressiones pro altera numeratoris forma adipiscimur. 
Integralia vero definita, quippe in quorum transformatione bina sem- 

per integralia nova in unum coniungi possunt, multo expeditiorem praebent 





. . . . 7T » . ‘ 
determinationem. Habemus enim posito ®=—-, ex formulis (30.) has: 














3 
fi (P—QOsiun’g)dgp 
o ee sin :p)(1— 1? sin? g) I— m? sin? g)} 
Fr "— 0, 4 0, 2 
= — log nat — — —-———- log nat — 
BT e, m m m, 
gr ce —_ 0 4 m M_ 0“ 9 
= 2 ing nat — — —— —— log nat — 
le c, M,'.M, M, 


atque transformationibus satis continuatis ex formulis (33.) hane: 








2 (P.—0O,sing)d II, P—K,O 2. TP-KO 9 
/ (Pr —Q,snig)dp _ — log nat — -- nn log nat —- 


In 
Zr. \(c, !, m < », m‘ 





Facile demonstratur transformatione sequenti peracta eundem valorem in- 


tegralis definiti prodire. Novus enim valor: 
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II, P—-K,0 IP-+KO 
Anti log nat — +; zem r Anl) lo o5na met" ’ 
formulis (20.) artic, XII. substitutis his: 
m? (n+ı m”? 
a a 
in valorem antecedentem transit. 


mt 








Expressiones integralis propositi antecedentes, ex loco citato facil- 
lime derivantur, tamen ad computationem integralis indefiniti multo minus 
quam illae aptae sunt, quas ex altera nostra transformatione prodire, Vi- 
dimus. Repetamus vero computationem integralium indefinitorum propo- 
sitorum, aliam multo faciliorem atque elegantiorem ope theorematis Abe- 
liani, ex his nostris disquisitionibus deductam, alio loco geometris nos com- 
municaturos esse. 





XVL 
Exempla. 

Quaecunque de computatione modulorum, numeratorum integra- 
liumque ipsorum diximus, his duobus exemplis adhuc magis explanare 
placet, ubi duo integralia definita, quorum moduli datis valoribus gaudent, 
secundum utramque methodum in articulis praecedentibus expositam com- 
putata invenis, 

Exemplum primum, 

Datum sit hoc schema modulorum per algorithmum repetitum di- 
minuendorum. 

Valores dati modulorum: 

= 11’ 0‘ 0% loge = 9,2805988 log c, = 9,9919466 
P= + 0° 0 logZ! = 8,8435845 log /, = 9,9989408 
= 3 00° Ilogm=8,7188002 logm, = 9,9994044 


= — 9,9957415, — 0° 16° 51,26, 





TOR 
2 
log (ur) — 0,2967923, log(14+ m,) = 0,3007323. 
Valores modulorum primae transformationis: 
== (f 33' 42,52 log c® = 7,991460 log c? = 9,9999791 
B=0°  1855%12 Ilog® =7,740615 logl = 99999934 
y=Ul 4' 12".003 log m’ = 7,086981 log rn, = 9,9999997 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XVI. Hft. 4. 43 
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logv’ = 0,0051310, 


log" = 9,6983744, logk’ = 9,6989700, 
logv’z’ = 9,7035054, logv’k’ —= 9,7041010, 
log = 4,8792, log (1 +5) = 0,3010164, 
tog (1+-) = 0,6155, log (14 m’) = 0,3010299, 
Valores secundae transformationis: 
u = 0° 0’ 6,4427, log c” == 5,4946, 
P® — 090’ 5",4746, log ® — 5,4239, 
y” = 0’ 0'0',09058, log m” = 3,643, 
log y” — 0,0000140, 
log 7° — 9,6962398, log k® — 9,7010940, 


log v, v7” = 9,7013848 =logP, logv vr = 9,7062390 = log£. 
Valor integralis: 


2 (Necos®g—Ksin®gy) dp BR WERL TEEN E R 
o V I1— 0? sin? g) (L— 1? sin? g) (1— m? sin? p)] — 0,78977721I+ 0,7986541 KR. 








Ut legem, quam moduli sequuntur, exemplo hoc comprobemus, 
adiicere placet adhuc calculum exactum priorum et sequentium transfor- 
mationum, quae ad computationem integralis propositi haud amplius ad- 


hibentur. 
»c = 9,2805958, log ce’ = 7,9914604, log c® = 5,4946461, 
22 = 8,8435845, log 2° = 7,7406152, log 2% — 5,4239323, 
m — 8,7188002, log m’ = 7,0869810, log m’ = 3,6426158, 
+») = 9,4382014, log I’ = 9,0955206, log ("" = 8,1479697, 
st = 9,8752157, log ® — 9,3463658, log 9 = 8,2186835, 
log v’ = 0,0051310, log v” = 0,0000140, 
log" = 9,6983744, log z” = 9,6962398, 
log A’ — 9,6989700, log k” = 9,7010940, 
logz" = 7,6898348, log 7" = 2,8834179, 
log A? = 7,6904304, log & — 2,8840795, 


c® — 0,6232302—10,  log.c”" = 0,939786—20, logc”® — 0,578504—39, 
29 — 0,6175482—10, 10g1® — 0,939749—2%0, 10819 = 0,578504—39, 
m®— 0,6888536—14, logrn®= 0,775685—28, log m" = 0,949309—56, 
(® = 6,0656234 — 10, 1051" = 0,835899— 9, log = 0,370805—17, 
£” = 6,0713054—10, log" = 0,835936— 9, log = 0,370805—17, 
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log —0, log vr —0, log v® —0, 
log" = log", log7® — ]og7, log 7" — 107", 
log k" = log ik”, log k® — Jog kW, log AO — Jog KM, 


log za. — 0,2056179—17, gr" — 0,8443735—37, log ED ia 0,1218475—75. 
log 4)” = 0,2062800—17, logk” = 0,8450356— 37, log k%R® — 0,1225096—75, 
Exemplum secundum, 


Datum sit hoc schema modulorum per alterum algorithnum repe- 
titum augendorum. 


Valores dati: 
u =87’ 0° 0,00, log m, = 9,9994044 = logsina, log = 8,7188002 = log cos &, 
ß = 86° 0’ 0,00, log}, = 9,9989408 = logsinß, logZ = 8,8435845 = logcos f, 
y=7% 0° 0,00, loge, = 99919466 =logsiny, loge = 9,28505988 = log cos y, 
b=7924'4385, logz, =9,9925422 =logsinB, logB = 9,2642094 = logcosB, 
1=7%44'41',03, logm, = 9,9930055 = logsin4, 1logA= 9,2505030 = logcos 4, 


lognp = 0, lang = —o, 
nPı id nQr 
lg = 0,0016548, log ——; = 90016548, 
310g” = 9,1408930, © = 88°54 13,97, 410g” = 9,6170568, E’= 80°7'42,29, 
2 — 37°7'28',84, logtangze’= 9,9916896, = 2030/28", 12, tangz2’=9,924801;, 


105 (14°) = 0,0082309, log (147) = 0,0687202, log (1) = 0,0758421. 
Valores primae transformationis: 
a’ = 74° 14'57'',68, log zn‘! = 9,9833791,  logm’ = 9,4336919, 
ß'’ =74' 4'40',33, logl! = 99829924, log!‘ = 9,4384959, 
y’ = 42" 51’15,40, logce‘ = 9,8325958, log c‘ = 9,8651549, 
B' = 44° 57'52'',66, logz/ = 9,8492167, logz’ = 9,84975:30, 
A' = 45° 050,24, log m‘ =9,5496034,  1logm’ = 9,5493666, 
log n’ = 1,2373882, 

log p' = 8,9795688, logg’ = 9,6959700, 

logp, = 89629479, logy, = 9,6823491, 

lognn'p' = 0,2169570, lognn'g' = 0,9363582, 


log" Pr — 0,2339646, log —0,9533658, 





u U, m\, 
IrI1 
1]log er — 9,5035165, = 84°10'0',52, Xlog —= 9,9169824, E” = 46" 58'39,64, 
dd 
«| _. y 19’4'',04, tangz ce’ = 9,9537086, z = 5°26'35',32, tangz E’= 9,6380705, 


log (1-4 ") = 0,0420368, log (1+ 2) — 0,2258999, log(1-+c') = 0,2388202. 
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Valores secundae transformationis: 
a'' = 5438’ 8,06, log m" = 9,9114173,  logm'" = 9,7625098, 
B'' ==54°38' 5,87, log 7 = 9,911413), log 2 = 9,7625163, 
y"' 8’51’34',23, nB° 2 — 9,1875549, logc‘ = 9,9947873, 
B" = 1053'10,34,  logz“ = 9,2761377,  logz“ = 9,9921134, 
4" = 10’53’ 10,64, Naa m“ — 9,2761410, log m‘' = 9,9921132, 
log n’' = 0,4560481, 

log p‘' = 8,5653869, log gy’’ = 9,8285855, 

log p‘ = 8,4322769, log9” = 9,3990384, 

log nn’ n‘’ p'' = 0,2588232, lognn'n"g'=1,5220218, 


Tan uf? 


log Pr — 0,3028821, log za = 1,2696436, 


Um; m; 


1 





1 _9,7651194, € 70°10/55",85, 210g! —9,9947197, ale 5317461, 


Pu c’ 





m’’l’! 


1447" 21'',59, logtang&e‘ '— 9,5466955, 2 ==072053", 895, logtang p) — 9, 0424256, 
(14 ”-) = 0,1267906, log (14 )= — 0,2957818, logie") = 0,2984315, 
ww. n 


‚log [cos y“ sin & sin &] = 9,3208734, 310g |cosy” cos cos] = 9,8946831, 


Mm'’’ıL' 








ER, .i a’ —y'! m Pr" r Pt—y! 
— —_ _— Il = . 
log Isin a te 8,6220015, 
a Me at yt 7 u W__ 
log [cos Er 4 L 08 c08 ET 008 FE | = 9787993), 





log tangz arm — 9,4268764, log tangz (3 — Y’') = 9,4163157, 
ß’' = 299 34’ 43,178, = 0° 20° 37'',8640. 
Valvres tertiae transformationis : 
RP 29’ 34'43°,15, logm, '—=9,6933910 =log /!/', logm’'=log!''=9,9393589, 
—= 0°20'37',868, loge‘” =7,7782468, log ce = 9,9999922, 
=B''—= 0’41'47',793, logm!'—=5 en logz‘, logn'=logr’'= 9,9999679, 
log.‘ = 0,1820506, 











A = PR logg‘’ = 9,9004659, 
los p‘" = 7,8175403, log 9” = 8,8051125, 
lognn A 0,2374649, ee 1,7759528, 
log rn‘ n''n‘'' pi" = 0,3062452, a n" ng = 1,2938174, 
— 7 = 9,93936238, € —=4051'21",98, 3 log —— — 9,9999718,. E"= 0955 23,3 





3’59'13',03, logtang# "= 9,5710728, Ar por 70, logtang 3E" =7,9059 ...., 


m’’’ yt 


(+7 )=0,2446123, log(1+ "7-) =0,3010019, log(14c")=0,3010262. 
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Valores quarlae Transformationis: 


0 = PB =1758'26'',06, log m’'= log !—=9,1421456, logm"=1og2"=9,9957805, 
y’=0! 0% .1%,837233, logc"—=4,9544413, loge"—=0,0...., 
A"=Bb"=0' 0'13',35816, logar=logri=5,8122957, log m"=logz2"—=0,0, 
log" = 0,0564293, 
logp'" = 8,2950552, log 9" = 9,9175556, 
log p'" = 6,6586285, log9" —=7,6463255, 
lognn’n"n‘"n" p" = 0,2270044, log nn’ n‘'n‘'' ng" —=1,8494718, 


log n‘n‘'n‘''n"" pY = 0,3062535 =logll,, logrn’n‘'n'"'n"g"=1,2939505 =logK, , 


Valores quinlae transformationis: 


logm’ = log!" = 7,9874602, logrm" = log!" = 9,9999795, 
logce! = 0,3068226—11, logc' = 0, 
logn! = logz\ = 1,3195624—10, logm' = log‘ = (0, 
log n" = 0,0041990, 
log p' = 8,2900459, log 9’ = 9,9187169, 
log p! = 4,3450587, logyY = 5,3327557, 
log nn‘ n‘'n‘''n"“ np" = 0,2261611, log nn‘ n‘'n‘'n“n’g" = 1,8548321, 
log nn’n"n‘"n"n‘p, = logll,, log zn’n‘'n‘''n“n\g‘ = logK,, 
Valores sextae transformationis : 
log“ = log!“ = 5,6739109 — 10, 
loge‘' = 0,0115852 — 22, 
logn“" = 0,0000205, 
log p'' = 8,2900190, log 9" = 9,9187223, 
log p" = 0,7179396 — 11, log 9‘ = 0,7056306 — 10, 


log n n'n”'n‘"'n" nn“ p"—=0,2261547=logll, lognn'n‘n"'n" n'n“"g"=1,8548580 =logK. 
Valor integralis: 


2 (P— 0 sin®p) dp A tue 
J, V [(1—c? sin? p) (1— 1? sio* p) (L— m? sin? p)] r (1,588429) P—.0,798650 0. 





Exemplum tertium. 
Datum sit hoc schema modulorum per transformationem alteram 
diminuendorum: 
Valores dati: 
a— 75°0'0',00, Iloge —=9,9849438,  logc, = 9,4129962, 
ß = 54°0'0°,00, log = 9,9079576, log, = 9,7692187, 
y=25°0'0",00, logm= 9,6259483, logm,= 9,9572757, 
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1 log .- — 9,6124696, © —= 80° 20'12°,34, 
— = 29431531,  logtang$e = 9,9264042, 
10g (1+ ©) — 0,0673897, log(14+m,) = 0,2801930, 


Valores primae transformationis: 
u = 45° 26’ 30,62, log c’ = 9,8528084, logc) = 9,8461100, 
P? = 4023’ 20'',22, log!’ = 9,8115569, log = 9,8817630, 
YV= 3° 553185,  logm’=8,7327621, logm’— 9,9993648, 
logv’ = 0,2972016, 








log’ = 9,6562457, log k’ = 9,6989700, 
logz) = 9,5090541, logk? = 9,5517784, 
logvv’z’ = 9,9534473, logv v’k’ = 9,9961716, 
3log = 9,8642541, 20 = 570381 35,47, 
e — 8'48'43'',30, logtangfe = 9,7405565, 
log(1-+ )=0, 1861623, log(1+ n°) = 0,3007125. 
Valores secundae transformationis: 
a” = 47° 37'290'.61, logc” = 9,4811130, logc” = 9,9791219, 
P%— 17028'17,33, lg” —= 94774550,  1og® — 9,9794876, 
yo— 0° Y3%'118,  logm"— 6,8677572,  1ogm"= 9,9999999, 
logv” = 0,1158204, | 
log" = 9,4644565, logk”® — 9,8310818, 
log” = 8,688245, log k” — 8,732751, 
logy v’v" 7” = 9,8774785, log vy? y® A" — 0,2441038, 


00%. 002 


10 (14 2) = 0,2808277, log (1m) = 0,3010300, log (1+= nr) =0,2845025. 


Valores tertiae transformationis: 


a0 — 2743'45°,29, logc”® = 8,677756, log ce” = 9,9995071, 
RB?" — 7’43'44'',77, log 2% = 8,677739, log!” = 9,9995071, 
log m" au 3,133, log m” = 0,0, 
log v”” = 0,0202024, 
log 7°” = 9,4264912, log 4” — 9,8480606, 
log" = — 7,06497, log Kr —=17,10948, 
log vv’ vv" 7" = 9,8597156, log vv’ y" y" 40 — 0,2812850, 


5 u a 


log (1+ 7 =) = 0,3005374, log (14 < 55) = 0,3010300 = log (14 m!” 
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Valores quartae transformalionis: 





log 00 — log 29 — 7,05496, logo”? = log 70 — 9,9999997, 

log v”” = 0,0004926, 

log 7" — 9,4255456, log k® — 9,8484569, 

log” = 3,819 — 10, log k”® — 3,863 — 10, 

log vv’ u y' y00 000 — 9,8592626,  logv vv” v9 y@ 20 — 0,2821739, 
log (14 2—) = 0,3010297, 
Valores quintae transformationis: 
a — 0 — PO Fe,  10g2W = log 0" — 3,809, 
log v’%% — 0,0000003, 
log 7" — 9,4955451, log 5° — 9,8484571, 


00,,000,,0000,,POOOO,z.U0 — 9,38592624 Ban logP, logy y’ yPP 900, 0000 „00000 700000 — 0,252 1744 == logX. 


Valor integralis: 


® (IH cos®g+Ksin?p) dp Ar Du 
J VIA-esiog)i— Psng)I—msug)]) (1,136011)II + (3,008114) K. 


logvv'v 





Exemplum quartum. 


Datum sit hoc schema modulorum per secundam transformationen 
augendorum: 


Valores dati: 
a = 65° 0’ 0,00, log m, = 9,9572757, log rn = 9,6259483, 
BR =36° 0° 0,00, log, = 97692187, log?! = 9,9079576, 
y=15° 0° 07,00, logc, = 9,4129962,  loge = 9,9849438, 
B = 10° 3535,64, logz, = 9,4557205, logz = 9,9815270, 
A= 26° 729,61, log, = 9,6437779, logm = 9,9531972, 








lognp =0, logng =—o, 
log 7, = 0,2735056, log ; „= 0,2735056, 
3log u — 9,7744811, e = 69° 16° 11°,58, 2 log = 9,9748902, 
= 1#1457",95, logtang$ «= 9,8393236, = 1739 19,52, 


og (14 7°) = 0,1316079, 1og(1+**) = 0,2766457,  log(14+c)= 0,2935671. 
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Valores primae transformationis : 
a’ = 282% 55,91, log m’ = 9,6786471, 


B' = 2% 14' 7,30, log! = 9,5779651, 
= 115 8%46...., loge = 8,3395401, 
B= 73730683...,  logz‘ — 8,6608930, 
A—= 318'39%05....,  logm‘ = 8,7615750, 


log 2’ = 0,1919412, 


log m’ = 9,9439032, 
log!’ = 9,9664408, 
logc’ = 9,9998963, 
log z’ = 9,9995439, 
log m' = 9,9992745, 


log p’ = 9,6839138, logg’ = 9,6989700, 

log p‘ = 9,3625609, ae —= 9,3776171, 
lognn'p' = 9,8758550, BA — 9,8909112, 
log 7 = 0,2978899, log — 87 7—. = 0,3129461, 





1]oe” — 9,99552239 
2 fer) c’ ———) |< 9 u ur 3 


= 2056’ 544,25 
er Slam Y 


“_ 





1og(14 7) 0,2585550, log(1+ 


Valores secundae transformationis: 


a = 50 53° 48,50, log m“ = 9,0117272, 
Pt — VAN NIN2e er log !! = 8,9975674, 
= 025,45, log.c” = 6,09128: ;6, 
Bu # 77 Benny log 2” = 7,0795564, 


A'=09 415,94... log a = 7,0937162, 
log r‘‘ = 0,0426275, 
log p‘' = 9,5654752, 


log p” = 8,0730456, 





a ’ ’ 
>) =0,3004915, 





log nn’ n‘' p‘‘ = 9,86000439, lognn'n'' go" = 
n n' /1 “ nn In’! “4 
log "U" Pr — 0,2983197, leg u — 
ir l, n; f m; 


log(1+ 1m‘) = 0,2988047, 


Valores tertiae Kranapuemakignis: 


a" =(# 17'399, 61...., jogm, = 17,7107228, 
ß" = 0 17'39,05...., log“ — 7,7104896, 


niit == ()’ 0’ eur 
B'"'=0 0' 0%,15...., 
A'— (0 0’ 0195003 


log x 


“ — 3,8700176, 


log m" = 3,8702508, 


log ce” = 0,5807404 — 9, 


ee’ = 35° 32'38',54, 
tang3 e = 9,5058636, 


log(1-+c‘) = 0,3009782. 


log m’' = 9,9976958, 
log 2’ = 9,9978420, 
loge”’ = 0,0, 

log 2‘ = 9,9999997, 
log a‘ = 9,9999997, 


logg'’ = 9,7918491, 
logg = 8,0885315, 
= 0,0264178, 


— 0,3135056, 
log(1-+ 2m") = 0,3010297, 


log m‘ = 9,9999943, 
log /’ = 9,9999943, 
log c'’ =0,0, 
log 1.’ = 0,0, 
'==00, 


log m” 
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log rn‘ = 0,0022253, 


logp'' = 9,5584309, log 7‘ = 9,7961276, 
logp‘" = 5,4877333, log 9” = 5,4982245, 
lognn‘n‘'n''p'' = 9,7952249, log nn‘ n‘'n''g''—=.0,0329216, 








4 ll td N! 3 ti A 
log — = = 0,2983149 = logTT,, log — = = 0,3138061 = logK, , 
ı I ı I 
log (1+ 2‘ m‘'') = 0,3010244 
Valores quarlae transformationis: 


a ET log mn‘ = log!“ = 5,1201880, 











y" = 0°0'0°,00, log ce" = 0,5594208 — 15, 
A" = B" = 0°0'0'',00, log" = logı" = 0,4592323 — 13, 
log 2" = 0,0000056, 
logp" = 9,5584177, logy'" = 9,7961384, 
logp“ = 0,3018913 — 10, logy" = 0,3173825 —10, 
log n’'n" nn pe —= 97952123 = logll, lognn'n’'n''n" 4" = 0,0329380 = logkK, 
N n’ n’’n''' n!Y er n n! n'’ n'’ nY q“ 
log j A = log IJ, ‘ log pV m“ — log K, b] 
Valor iäutegralis: 
2 (P—Osun?y)dp — 1A AANDEN n ) 
’ /. vi c* sin? p)(i— !? sin? yw) d— m? sin? p)] .: (4,1441 26) P— (3,008114) ( . 


— - —_- _ ..—- 





Ouia moduli primi et secundi exempli iidem sunt, nee non moduli 

in tertio et quarto exemplo, si in secundi et quarti exempli integralibus 
ponamus: 
| IimP, K=-P-0Q, 

ad eosdem valores perveniamus necesse est, quos in primo et tertio exemplo 
invenimus. Id quod calculo usque ad ultimum decimalem comprobatur. 
Habemus enim inde in secundo exemplo: 
| (0,789779) IL, + (0,798650)K, , 
et in quarto exemplo: | 

(1,136012) Il, + (3,005114 K, 

pro appropinquatis integralium propositorum valoribus, quippe qui valores 
usque ad ultimum deeimalem cum valoribus eorumdem integralium in primo 
et tertio exemplo congruunt. Quae cum ita sint, in utroque exemplo 
egregiam theoriae nostrae confirmationem per se ipsam adepti sumus. 











HN IE 
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23. 


Nota de erroribus quibusdam geometrieis, qui in 
theoria funetionum leguntur. 
(Auctore C. G. J. Jacobi, prof. ord. math. Regiom.) 





Demonstravi in alia commentatione, praeter curvas planas extare nullas, 
quarum radii osculi curvam centrorum curyaturae tangent, sive superficiem 
evolubilem forment. Secus putabat ill. Lagrange, qui in theoria [unctio- 
num pag. 229 etc. No. 35. conditionem amalyticam exhibet, quae ad hocjlo- 
cum habere debeat, neque videt, ter eam integratam in plani aequationem 
abire. Sed vir ill. mox adeo ipsas lineas duplieiter curvas assigenat, quae 
illa proprietate gaudeant, scilicet lineas curvaturae in data superficie: legi- 
mus enim pag. 248: 

„Dou il suit que les lignes suivant lesquelles le rayon de courbure 

sera tangent de la courbe des centres, sont les memes que celles de 

la plus grande ou de la moindre courbure,” 


et mox pag. 245: 
„Any aura, sur une surface quelconque, que ces lignes (les lignes 
de courbure) qui puissent avoir une developee formee par les rayons 
de courbure.” 


Scilicet nescio quo factum est, ut vir ill. normales superficiei puta- 


verit esse linearum curvaturae radios osculi. Sane normales ad superli- 


eiem, in punetis lineae curvaturae ductae, formant superficiem evolubilem, 
sed eae non sunt lineae eurvaturae radii osculi. Novimus enim, radios 
osculi curvae, in superficie data descriptae, simul superficiei normales non 


nisi in lineis superhiciei brevissimis esse. 


Sequitur ex antecedentibus, ?2 data superficie lineam curvaturae 
simul lineam brevissimam esse non posse, nisi sit curva plana. Nam nor- 
males ad superficiem in punctis lineae eurvaturae ductae formant superfi- 
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eiem evolubilem, ideoque cum in lineis brevissimis normales superfhieiei 
sint curvae radii osculi, radii osculi lineae curvaturae, quae simul linea 
brevissima est, superficiem evolubilem formant; unde sequitur, curvam 
esse planam. Nam in alia commentstione huius Diarii T. XIV. (zur Theo- 
rie der Curven), sicuti supra adnotavi, demonstratum est, radios osculi 
formare superficiem evolubilem non nisi in curvis planis, Exemplum ha- 
bes in meridianis superficierum rotundarum, quae sunt curvae planae, si- 
mulque et lineae brevissimae et lineae curvaturae. 


Regiomontü 28. Juli 1836. 





44% 
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24. 

Demonstratio et amplificatio nova theorematis Gaussianı 
de quadratura integra trianguli in data superficie 
e lineis brevissimis formatı. 

(Auctore 6. 6. J. Jacobi, prof. matlı. ord. Regiom.) 





Data superficie quacunque, fingatur superficies sphaerica radio = 1, qua- 
rum superfiecierum puncta singula ita sibi respondeant, ut radius e centro 
sphaerae ad punctum superliciei eius ductus sit parallelus normali datae 
superficiei in puncto respondente. Ita delineata in data superficie figura 
quacunque, alia ei in superficie sphaerica respondebit figura, cuius aream 
ill. Gauss apellavit figurae in data superficie deseriptae yuadraturam inte- 
gram. De qua hanc praeclaram praepositionem demonstravit: 


Theorema Gaussianum. 

Triangwlo in data superficie e lineis brevissimis formato, quadra- 
fura eius inlegra aequalis est excessui summae trium eius angulorum 
super duos angulos reectos. 

Lineae brevissimae in superficie vocantur, quarum radü oseuli sunt 
superficiei normales. Unde in quoque trianguli e lineis brevissimis formati 
angulo duobus eius lateribus se in ıllo intersecantibus eadem erit radıi 
oseuli directio. Curvam autem quamcunque considerare licet ut certae cuius- 
dam superficiei lineam brevissimam; neque enim aliud ad hoc flagitatur, 
nisi quod plana, radiis osculi curvae orthogonalia, superhiciem tangant. Hinc 
sine negotio e propositione Gaussiana hanc generaliorem colligis: 

Theorema I. 

Formetur in spatio triangulus e tribus curvis quibuscunque, quae 
binae in angulo, quo sibi eccurrunt, eandem radiü osculi directionem ha- 
beant; ducantur porro e centro sphaerae, cuius radius —=1, radi ud su- 
perficiem eius, radis oseuli curvarum paralleli; qui radiüi in superficie 
sphaerica alias tres delineabunt lineas dupliciter curvas friangulum for- 
mantes, cuius area aequalis eril excessui summae trium angulorum trian- 
guli propositi super duos angulos rectos. 
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Theorema antecedens sub formis diversis exhibere licet, quibus ge- 
nuina eius indoles melius perspicitur. Quod fit per considerationes sequentes. 
Antemittimus propositiones notas de reciprocitate polari figurarum 
sphaericarum. Quae ea est reciprocitas, ut puncto respondeat eirculus maxi 
mus, cuius illud polus est, et vice versa; arcui eirculi maximi angulus 
sphaerieus illius supplemento aequalis et vice versa; curvae alia curva, 
cuius puncta illius tangentium poli sunt seu cuius fangentes in illa polos 
habent. Quibus statutis, consideremus duos polygonos sphaericos 7 late- 
rum inter se polares; alterius area e notis praeceptis sphaericis aequivalet 
excessui summae angulorum eius super 22—4 angulos rectos; alterius 
circumferentia propter reciprocitatis modum indicatum aequivalet execssui 
2n angulorum rectorum super eandem summam, cum latus alterius polygoui 
alterius anguli supplementum sit. Quod suggerit notam propositionem : 
„Propositis duobus polygonis sphaericis’ inter se, polaribus cuiuslibet nu- 
meri laterum, summam areae alterius et circumferentiae alterius ae- 
quivalere quatuor angulis rectis.” 
Quae propositio pro numero laterum infinito de curvis sphaericis habetur. 
Sit jam ebe triangulus noster in superficie sphaerica, e tribus eur- 
vis bc, ca, ab formatus. Cuius trianguli figura polaris erit hexagramma 
AA,BB,CC,, formatum ex arcu circuli maximi 4/4, angulo « polari, eurva 
A,B curvae ab polari, arcu ceirculi maximi BD, angulo 5 polari, curva 
B,C eurvae bc polari, arcu eirculi maximi CC, angulo c polari, curva (, 4 
curvae ca polari. Pro his figuris propositis antecedens hanc aequaticnem 
suggerit: 
area abc 4 circumferentia 44,BB,CC, = 360°, 
Sit porro «ßYy triangulus propositus, in spatio e tribus curvis BY, ya, «ß 
formatus, quarum radi osculi paralleli sunt radiis sphaerae, e centro ad 
puncta cireumferentiae abc ductis. Erit e theoremate ].: 
area abc = u -+-ß-+F y— 180, 
sive e formula praecedente: 
«+-ß-+Y-+ circumferentia A4,BB,CC, = 450°, 
Est autem propter reciprocitatem polarem: 
AA,=180’—a, BB, =18S0’—b, CO, =18%0'—c, 
unde theorema I. in hanc formulam abit: 
AB+BCe+eA=c+b+ e—(s+f+Y) 


Vocemus planum radiorum osculi planum parallelum duobus radis osculi 
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se proxime insequentibus, plana radiorum osculi curvarum Ay, ya, aß 
parallela erunt respective planis eirculorum maximorum curvas be, ca, ab 
tangentium. Unde facile demonstratur, data curva Py, construi in super- 
ficie sphaerica curvam B,C per radios e centro sphaerae ductos, planis ra- 
diorum osculi curvae &y parallelos; eodemque modo e curvis datis ya, aß 
determinantur in superficie sphaerica curvae C,4, A,B. Dillerentias a—d, 
b—Pß, c—Yy hoc modo construo. 

Est & angulus inter tangentes curvarum aß et &Yy in puncto inter- 
sectionis &; quae curvae in puncto illo ex Aypothesi eandem directionem 
radii osculi habent; quae directio cum utrique tangenti orthogonalis sit, atque 
planum osculi per tangentem et radium osculi transeat; angulum & etiam 


designare possumus ut angulum inter plana osculi curvarum aß et ay in 
puncto intersectionis @&. Angulus a aequalis est angulo inter plana radiorum 
osculi earundem curvarum in eodem puncto, Hinc per directionem radii 
oge:rli, eurvis aß et &y in & communem, ducere possumus quatuor plana, 
curvarım a et &Y duo plana osculi et duo plana radiorum osculi, quorum 
illa formant angulum a, haee angulum a. Quorum igitur angulorum diffe- 
rentia a — a aequivalebit etiam differentiae anguli inter planum osculi et pla- 
num radiorum osculi curvae «ß in puncto @ et anguli inter planum osculi 
et planum radiorum osculi curvae «y in eodem puncto &. FEodem cum 
de duabis quoque reliquis differentis b—Pß, e—Yy valeant, sequitur, de- 
signantibus respective «, 2’, y’ angulos, quos plana osculi et plana radio» 
rum osculi curvarum BY, ya, «ß in punctis ß, Y, @ inter se formant, 
atque u, B", y” angulos, quos respective plana osculi et plana radiorum 
oseuli curvarım BY, Ya, 43 in punctis Y, a, ß inter se formant, fieri 
au v—ß", b—ß — a—y, c—Yy dumme RP’—a”. 
Unde theorema I. iam hanc novam formam induit: 
BC+QGA+AB= wW—a"+P—P"+Y—y". 

Curva B,C nec non anguli «', «’' per solam curvam ßYy determinata sunt 
curva C,-4 et anguli 8, P” per solam curvam ya, curva A,B et anguli 
y', y‘ per solam curvam @ß. ÜUnde ex una aequatione anteeedente facili 


divivatione colligis tres sequentes: 
Bt=u—a‘, A=P—Pp", AB= YYy". 

Quo facto devenimus ad verum fontem theorematis I. simulque theorema- 

tis Gaussiani, videlicet ad propositionem sequentem: 
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Theorema II. 

„Proposita curva quacunque aß, ducantur e centro sphaerae, cuwius 
„radius —=1, lineae planis radiorum osculi curvae «B orthogonales; quae 
„in superficie sphaerica depingent aliam curcam a,b cuius longitudo ab 
„aequivalebit differentiae angulorum, quos in extremitatibus curvae pro- 
„posilae, a, % planum radiorum osculi cum plano osculi format.” 

Cuius novi theorematis haec est demonstratio simplex et elementaris, 


Demonstratio (cf. Fig. 20.). 

Cum hie tantum de directionibus rectarum et planorum agatur, re 
praesentemus omnes per puncta et circulos maximos in superficie sphae- 
rica deseripta. Ducantur igitur e centro sphaerae O radii Op», Og, Or, 
Os curvae aß tangentibus se proxime insequentibus primae, secundae, 
tertiae, quartae paralleli; erunt plana Opg, Ogr, Ors planis osculi primo, 
secundo, tertio parallela, cum planum osculi per duas tangentes se PrO= 
xime insequentes transeat. Prolongetur arcus 9 usque ad P, arcus gr 
usque ad (, arcus rs usque ad R, ita ut 

pP=eß =rR—= WW, 
erunt OP, OP, OR radiis osculi primo, secundo, tertio paralleli; ideoque 
plana OPQ, OOR parallela planis radiorum osculi primo et secundo. 

His praemissis, observo, theorema II. demonstratum esse, ubi pro 
batum sit, elementum curvae @5 aequale esse dilferentiali anguli, quem 
in puncto respondente curvae propositae u planum radiorum osculi cum 
plano osculi facit. Integrationibus enim factis, iisque ab altero limite cur« 
varum aß, ab ad alterum extensis, theorema propositum provenit. Est 
autem elementum curyae ab aequale angulo inter duo plana radiorum osculi 
curvae aß se proxime insequentia, sive in figura nostra supplemento anguli 
POR, vel si arcus PL ultra Q usque ad (’ prolongatur, angulo ROOQ’., 
Porro angulus inter planum radii osculi et planum osculi est in eadem figura 
7 PO, eiusque differentiale 9gO R—gPQ. Unde formula demonstranda est: 

RQQ' = 7QR—9gPQ, 


sive 


ıPQ = gQR— OR = 9QQ' = 180°—gQP. 

Hoc est, demonstrari debet, si arcus 29, gr, rs sunt quantifates infinite 
parvae primi ordinis, fore differentiam gPQ— pLL' quantitatem infinite 
parvam ordinis secundi. Quod sponte patet. Habetur enim in triangulo 


sphaerico gPQ: 
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singPQ:sin7QP = sin 9PQ: sing 00’ = sin 90: singP, 
sive 
sing PQ: sing O0’ = 1:c08p79; 
unde 


sin g PO: sin 9 PO —sin 4 QQ’ = 1:2c0s?4pg. 
Oua formula patet, si pg est ordinis primi, fieri sing PQ — sing Q0’ ideo- 
que etiam gPQ— 900’ ordinis secundi, @. D. E. 
Demonstrato theoremäte Il., ex eo per ratiocinia supra tradita theo- 


rema ]. deduecis, cuius casus particularis theorema Gaussianum est, 
tamen ad generalius transitum facillime patere vidimus. 


e quo 
Docet insuper 
theorema I., theorema Gaussianum etiam valere, si latera trianguli sunt 
curvae quaecunque, quae in binis angulis, per quos transeunt, lineas brevis- 
simas osculantur; quae adeo iacere possunt in superficiebus diversis, quae 
binae in angulo trianguli sese tangunt. Nec non de theoremate II. facile 
deducis generaliorem jropositionem, qua loco trianguli polygonus 2 late- 
rum,‘ simulque loco excessus super quatuer angulos rectos ponitur exces- 


sus Su per Xn—4 angulos rectos, 


Si theorema II. quod facili constructione geometrica patebat, per 
formulas analytıcas demonstrare cupis, in calculos complicatiores incidis. 


- 
— 


Qui adeo, si, quod vulgo fit, y et 


ut functiones ipsius x consideras, 


atque differentiale dx constans ponis, tam molesti fiunt, 


abhorreas. 


ut facile ab iis 


Concinniores evadunt et symmetria commendati, si curvae 








elementum ds coustans ponis. Statuto 
r nn. dx y zum d"y „m zn d"z 
ds" 9 ds” D ds” 9 
erit 
/ 
x x Yvyı' zz ul 
yo’ y'’ -1- y/ yet BE IE PD ERRER 0 
a“ R ö a ex — 5) 
tt a +y’y" + a. ar az [x y'y'"'+ 2 2] 
_— av msn no ’ 
I te — [air -Yiy” la ]. 
Posito porro 
y’ En sy =u, tn ae’ „U — b, ty —y' x -— c, 
Iinyenis: 
aa Bann I} cc 
a0 a At ll 4 el an pe! 1.4 ut 
(wet yyteist)la ya (at pipe 


sive 


x 


aa—bb-+tcec 


PT Au Paar 7 RR 7 
a +yy'rz:. 
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Porro posito 
(y’ Per} 7 A ur 4 (2 2 — get! a) — (zw y''—y‘ 'x'? a N 
ac(y"' st —z,'y'') —. CHE Alk en +7‘ (ey y' x") — D, 


cum 
PR f vun | | 


„(z ze! N a (yıy' ri) — x'(y tz „4 
— JRR 4 (z’a'+y' y'tz/ 2) 

a EN) z’/(y'z Me a 2; I zz" tx N) yet) 
=—y'(x' zw 2y' yıl$ zz), 

y (try) — 1 (2a) = Er Hy'y‘‘) — (2x +y'y''') 
———zj! (xx "+ y’y'+ ei, 

er 


= (ex +y'y'+z2) N (&' Ir ar" Lyy lit), 


Be A? -+ (xx + y'y! zz a, 


His praemissis, Hi designante g radium osculi, a 


== r a +y' Yı$z'z "=aatbb+ce= —[zx"+yy"'+ zz]; 


porro cosinus angulorum, quos radius osculi cum axibus coordinatarum facit, 
0x”, ey“, 02"; 
cosinus angulorum, quos cum planis coordinatarum facit planum osculi, 
oa, gb, ec. 
Unde cosinus angulorum, quos cum planis eoordinatarum facit planum per 


duos radios osculi se proxime insequentes ductum, sive planum radiorum 
osculi, fiunt: 


sive 


Pr 7 zur 7 © DORHER 
y'!z 














4 ah u z’’ a — ac’! z'’! ty pl lt 
Fe 1.8 VN : VN t 
Hinc, si ponitur 
T — a y“) ty" x u TEE y' —y‘ “N, 
fit angulus inter 2 En radiorum osculi se proxime insequentia 
Uds 
eN 
porro sinus anguli inter planum osculi et planum radiorum osculi 
A 
vN’ 
unde, cum sit 
=0+ -E 


eiusdem anguli cosinus, tangens 
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1 
oVN? e’d, 


ideoque unguli inter planum osculi et plani radiorum osculi differentiale, 
d.A __ d.g@’A 
1+0°A2 0° N 
His expressionibus inventis, theorema II. continetur formula demonstranda : 
d:p A _ Tds 
Fr oeN 


sive 
d.’d= 0 ’T’ds. 


Habetur autem 











d.eA= [fe A+eA]ds 
porro 


u 3 [x x“ +y'y‘" +” 2 — 5 A An a Zi + „! , 
A ze’ yet y'") +y ( — a’ ze) +3 (xy iv —y’' x"), 





er ty y te) lataty tee) 
— (x et yyt4 33) (x @ +y" b-+2" c). 
Quae expressio, cum sit 
yeoe—z'b a Hyy tr) ae Hy yet) —r", 
sa—x'c ya Hry Hi) Hy") —y”, 
cb—y’a hy y'+:':') + :’/x ‘ x'+Yy yY'+f’f)=—:), 
in hanc abit: 


d.e’A 7 

o’ds x (y 

VO. D. E. 
Regimontü 27. Jul. 1836. 


Ka‘ 


LP SZ „N y)+y'(z'x WW plllz zZ") +2" ( xy Ir —y x") = EL, 
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23. 


Beweis eines geometrischen Satzes. 
(Von Hro. Dr. Ferd. Minding. 





Au eine krumme Fläche werde, in einer darauf befindlichen Curve 4, 
eine abwickelbare Berührungsfläche angelegt, und hierauf die Curve ab- 
gewickelt. Es sei It der Krümmungshalbmesser der Curve /, in irgend 
einem Puncte, zZ die Neigung der Berührungsebene der Fläche gegen die 
Ebene des Krümmungskreises, eg der Krümmungshalbmesser der abgewik- 
kelten Curve in dem entsprechenden Puncte; so findet bekanntlich zwi- 
schen den genannten drei Grölsen eine sehr einfache Gleichung Statt, 
nämlich: g cos! —=AR. 

Dieser interessante Satz kann auf folgende Art streng bewiesen 
werden: 

Es seien ab =ac]|=ds] (Fig. 21.) zwei auf einander folgende un- 
endlich kleine Elemente der Curve 4, also dac die Ebene des Krümmungs- 
kreises; ferner sei ad der Durchschnitt der durch die beiden Elemente 
ab und ac gehenden Berührungsebenen der Fläche; mithin dad und 
daec diese Berührungsebenen. Man verlängere da über « hinaus; es sei 
/dac=u, dae=a-+te, cae=f. Da ß der Winkel zwischen zwei 
auf einander folgenden Tangenten der Curve 4 ist, so ist bekanntlich 
Rß = ds. In der Ebene bad nehme man Zdef=dac=au, so ist 
fae=: der Winkel zwischen zwei auf einander folgenden Tangenten der 
abgewickelten Curve, und folglich oe = ds. Um den Punct @ werde eine 
Kugel beschrieben, so bestimmen die drei Halbmesser ad, ae, ac ein sphä- 
risches Dreieck dec, worin Seite de=ua, de=aua-+te,ec=ßf, Zdec=i 
ist. Folglich hat man: 

cos4 = c0s(4-+E) cosß + cosi sin(a-+ €) sin ß, 
oder, wenn man nach Potenzen der unendlich kleinen Gröfsen & und £ 
entwickelt, und nur die ersten beibehält: Oo = —e sing + ß sin cos i, mithin 


e = Peosi, 
j ds ds . 
oder, weil u T P=r ist, 
1 __ csi 
Bee 7, 
w. z.b. w. 
tie . 





45” 
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26. 


Ueber das Integral der lineären Differenzial- 
gleichungen höherer Ordnung. 
(Vom Herrn Dr. Schellbach zu Berlin. ) 





$. 1. 
Direrenzirt man viermal nach einander den Ausdruck 


A dgX (dy—do)x (dag—a )x ” (a ._ iR, — fi 
1. yz=e fe da fe R da few rd Je" Xdz, 


in dem X eine Function von x ist und die verschiedenen z Constanten 
sind, so erhält man 














ur 3 ”. ‚ 
= 2: — ra (Tr I + 0,0,0, ZT + a,0a,90;y — X, 
a, 0,0; Q,Q,Q; 
0, 0003 0,050; 
Q; 4,0; 0, 0,0; 
2,0; 
0,0; 





I yyıı 
das? Epert Inn er bessern 


Uebersicht wegen senkrecht unter einander statt horizontal neben einan- 





wo die einzelnen Theile der CGoefficienten von 





der geschrieben sind und allen nur einmal das gehörige Zeichen vorge- 
setzt ist. Die Coefficienten selbst bestehen entsprechend aus den Combi- 
nationen ohne Wiederholungen zu ein, zwei, drei, vier der Elemente «,, 
@y @a, @,. Ist daher die Diflerenzialgleichung vorgelegt: 


‘ d’y k — wr dy u; 
3 + hass the „+4 +hy= “a Ä, 


’Idx 
und sind @,, Q&ı, %, @; die W win en Gleichung 
4. ww thW hu Hhurk = 0, 
so drückt die Formel (1.) das Integral der Gleichung (3.) aus. 
Ein höchst einfacher und bekannter Schlufßs führt sogleich zu dem 
allgemeinen Resultate, dafs, wenn die TO 





d” “eh 
2 a EEE a I t..+by= 
gegeben ist, und @,, &, @2, +.» @„_, die Wurzeln der Gleichung 
6 "kunt kuth...dA,= 0 
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sind, ihr Integral ausgedrückt werden kann durch 


\ v » y 
7 Y PR eo Laie x] af ne 2 / fi Senn dr e"n-ı eXd r, 
Lälst sich aber die Gleichung (6.) in die Factoren 


(u ar. 2 a) (u a)‘ (u —— Q,) 00» (1 a Am)” 
auflösen, dann erscheint das Integral von (5.) unter der Form 


Yı ’ 
8. y= a TE ef ea) yPı " pi 
f “ 


Pn-ı an » FR um 17 ’ 
MI." mi e(“m Am.) d m e"m!Xdx’m : 
« “ 


weil sich in (7.) mehrere Exponenten von e auf Null reduciren. 
Dies ist, so viel mir bekannt, die erste allgemeine Formel, welche 
das Integral der Gleichung (5.) für alle Fälle ausdrückt. 


. 2% 

Sind jetzt &%,, %, &, »... Functionen von x, so mag, wenn d«,, 
da, da, .... die Diflerenziation nach x bedeutet, folgende symbolische 
Bezeichnung Statt finden: 

(u rd) = um trda; 
(td) +4) = (+d)(a, u +da) = om, +d., + das + d’au, 
(+4) +4) std) = (std) + dm + udn, +t d’a,); 

= 4,6464. + ad. + A. um + udn + d(lmdan)t d’u, 
und so überhaupt ganz allgemein. Die in einem solchen Symbol 
(4.4 d) (+) .... (dd), angedeuteten Multiplicationen werden nach 
einander von der Rechten zur Linken ausgeführt; alle Ausdrücke, die 
rechts schon entstanden sind, werden an ein folgendes d und & angescho- 
ben; tritt d” zu d, so entsteht d”*'; alles Uebrige ist deutlich. 

Differenziirt man nun wieder viermal nach einander den Ausdruck 











9, y- eJ 80 dx nie Pre mL? deXds, 
so erhält man vermöge der angegebenen Bezeichnungsart 
4 3 2 ’ d 
10. Fi + —_+(0+d)a, + (0,+d)0,+4) 0122 

a, (+4) (+) +4) 

Q; (4;4-d) a, (td) td) a | 

&; (0,.+-d) a, (+4 rd) a 
(+0) a, 
(2,44) a; | 





+(4+d)/(&.+d)(a,+d) uy=Ä, 
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Die Gestalt der Formeln ist hier fast ganz dieselbe geblieben wie 
im vorigen Paragraphen; die dort constanten Exponenten von e sind hier 
Functionen von x, aulserdem ist zu ihnen das Integrationszeichen getre- 
ten, und in der entwickelten Differenzialgleichung ist auf ganz ähnliche 


y . [ 13 ? d? , d ” 
Weise zu den Coefficienten von 7? { I j de 
d oc? dx? doc 


der Differenziation hinzugekommen. Es läfst sich beweisen, dafs die zwi- 
schen den Gleichungen (9.) und (10.) angedeutete Verbindung ganz allge- 
mein ist, was aber nicht zu unserm Zwecke gehört; wir betrachten die 
symbolische Darstellung der Coeflicienten der verschiedenen Differenziale 
von y als eine blofse Abkürzung, und ziehen überhaupt nur aus diesen 
Entwicklungen den Schlufs, dals sich die Integration einer linearen Diffe- 
renzialgleichung mit veränderlichen Coefficienten auf die integration einer 
Gleichung von einer um die Einheit niederern Ordnung zurückbringen 


lilst, die aber im Allgemeinen nicht mehr linear ist. Wäre z. B. die 
Gleichung gegeben: 





y noch das Zeichen 


11. — +p dr y=\X, 


dx 
wo ?, 9, X Functionen von x sind, so weils man, dals 


12. y- eS *o en fe nmae Felde le 


das Integral der Gleichung 
d?y 


13. _ IR 


dx? 


dy 


+{,+d)ay=X 


dx 





7 
ist. Lassen sich nnn die beiden Gleichungen befriedigen: 
14. ut-u=p und uw du=% 
oder &, und «&, durch > und 9 ausdrücken, so giebt (12.) das Integral 


von (11.). Es sei z. B. 
d’y dy BERN 
15. 123 er“ +xy = A, 
Die Gleichungen (14.) werden befriedigt, weon „=xr—1 und „= 


angenommen wird; die Formel (12.) giebt also das Integral von (15.) 
unter der Gestalt 


16. y= ia Krk, xzle*Ädz, 


- 
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Differenzurt man vier mal nach einander den Ausdruck 
17. y = zo farıeedz za de fan de /x"Xdx, 


so erhält man die Gleichung 














a 3 
18. ra]. 3tna + N ala ++]. 
7 @,(@2 +1) ala, +1); +?) 
Q, (a; + 1) 0, (@,+1)(e;+?2) 
a;| a,(a.+1) a, (+1); +?2)| 
2, +1) 
0,(0, +1) 





1 
+%(a+1)&+2)(@;+3) ae 
Bedienen wir uns nun der schon bekannten Bezeichnung 
u(u+a)(ut2a)....(ut(r—1)a) = (u, +0)", 


so finden wir 
19. (W— 0) W—,—1)(u —,— Y)(u—n;—3) = 








(„—1)— ao, (,—1)’ + ao, +1) |(u,—1)— (0, +1)@,+2) | (u, —1)' 
a, 0,(@,+1) @,(a+1)(a;+2) 
0, 0,(0@;+1) @,(0@,+1)(a;+?) 
0; a,(@+1) a, (@,-+1)(e;+2) | 
a,(@;+1) 
a,(a,+1) 





+%(4+1)(+2)(@4+3). 

Um also die Coefficienten von (u,—1)’, (u,—1)’, (u,—1)’ oder von 
u.u—1.u—2, u.u—1, u, 1 zu erhalten, braucht man nur die verschie- 
denen Classen der Combinationen ohne Wiederholungen aus den Elemen- 
ten @,, @,, Q,, @, zu bilden und der ersten Combinationsstelle O, der zwei- 
ten 1, der dritten 2? und der vierten 3 hinzuzufügen. Vergleicht man nun 
die beiden Ausdrücke (18.) und (19.) mit einander, so ergiebt sich, dafs 
wenn die Differenzialgleichung u ist: 

20. ER diy , k, k, SEE Key = X, 


dx* x das a* a 2 "dx m 
und vu, Yı> Y, Y; die Wurzeln der Gleichung 
21. Hs) +, +, 1) +h, = 0 
sind, und man die Größen @,, @,, @,, a, so bestimmt, dals 
= Ten, en), =1,—)J, 


dafs dann die Formel (17.) das Integral der Gleichung (20.) ausdrückt, 
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oder, wenn man die Wurzeln der Gleichung (21.) selbst einführt, die Formel 


22, fe af de far. def sts XYdz. 


D . . u 
Die Formel (19.) wird etwas allgemeiner, wenn man — statt u und 
a a ° . “ 
—, —, nr statt @,, @,, @,, a, setzt und die ganze Gleichung mit a* 
multiplicirt; man erhält dann 


23. (u— a,)(u— a, — a) (u— a, —2a)(u—a,—30) = 








(u,—a)—a,|(1,—a)’ + % (a,-+1)|(v, —0)’— 0,(0,+1)(@, +2) (u, —a)' 
0; @,(0,+1) @,(@2,+1)(@;+2) 
Q; a,(a;+1) a,(@,+1)(a;+2) 
@3| a,(@,+1) a, (@+1)(a;-+2) 
a,(a;-+-1) 
0,(a;4-1) 





+ (0,(@,+ a) (@,+20)(a,;+30). 
Eben so kann man auch in er und (18.) (u-+PBx) statt x ein- 
führen, dann die Gleichung (18.) mit ß*(«+Pßx)* multipliciren und in (17.) 


und (18.) 3 En er statt X setzen; man findet auf diese Weise, dafs 
ai es 





hin HH Eauz —-1,, 
=(a+Pßx) Nat+Pßr) P drflatBe), B "deflatße) P- Ä "drfla+Be) Ad. 


das Integral der Gleichung 


\. d* 4 
(+ Ba) + kıla+ Be) ZZ 


da* 
ist, wenn Yy, Yı, Ya, Y; die Wurzeln der Gleichung 
26. pH, — PB’ +, — PB’ + —PB) Hk, = 0 


, sind. 


2) IE 














5(@ +ßx) 22 +h,y= 


Dafs die hier gebrauchten Formeln ganz allgemeine Gültigkeit ha- 
ben, wird am besten durch eine Formel bewiesen, welche ich im 12. Bande 
dieses Journals entwickelt habe. 


$. 4. 


Wir versuchen jetzt die Involution von Integralen (7.) in einfache 
Integrale aufzulösen. Man findet leicht 


x 
27. er [emeoisda fer Xd x Ser Xdx 4 a Je Ad. 


a,—a, a,—6, 








Setzt man 


(v—0a,)(u—a,) = A 
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u 
u“ 
Du 


und differenzürt nach z, so erhält man 
dA 
du 


Wird nun hier v=«, und dann u=a, gesetzt, und dieses Setzen auf 
der linken Seite durch d4, und dA, bezeichnet, so ergiebt sich 

dA, =zo,—0ea und dA=aı—a, 
und mit diesen Ausdrücken lälst sich (27.) schreiben: 


en x ıT r 
er fetsmensgz fen "-Xd= y Je "Xdzx a fe "Adz. 
« o* no Da 


Setzt man hier en fen" Xdx statt X, so entsteht 


eo ze da fee) * dx fe: “Xdx 
eo x etı*X nat , i 
= g Jermosaz fer Xdax + u £ 7 Le 27 
o I " 
Wird on fer feed. ee. Je xXdx durch 7", 


bezeichnet und e’r* [e'"*Xdx durch S,, so erhält man aus der letzten 





= (u—a)+(u—a,). 











Gleichung, wenn ihre rechte Seite nach (27.) in einfache Integrale auf- 
gelöst wird: 








n 1 1 
I; v (a,—a,)dd, Ö r (a, —a)ddA, Ö, 
1 1 








=o 


; (a, —a,)dd;, 9 + (a,—a,)dd, Or 
Nimmt man jetzt 
(u—a,)(u—a,) (u—a,) = A 
an, differenziirt nach z und bezeichnet in dem Resultate wieder das Setzen 
von u=a, durch d4#,, so lälst sich die letzte Gleichung schreiben: 


nu.d n N 
am dd, a 5 a dA, Ö:. 
Wird in dieser Gleichung wieder fen Xdx statt A gesetzt 


und die rechte Seite nach (27.) in einfache Integrale aufgelöset, so kommt: 


1 1 
I; Par (o,—a,)dd, tr (a,—a,) dA, 5; 

















1 1 
dA, öı + (a,—a,)dA 5; 


(a,—a,) ? 


1 1 
b) re 7 3, 
(a,—a,)dd, %+ (a,—a,)dd, ° 


Setzt man nun 
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und wendet die angegebene Bezeichnung an, so entsteht aus obiger Gleichung : 
1 1 1 1 
ur = 44 + 7°: Kr 9 Aal 7 ae 
denn der Coefficient von S, war — art gr 


Nimmt man jetzt ganz allgemein 
28. (u—a,) (u —0,) (u—a,) ... .(u— 0a,_ı) = A 
an, differenziirt diesen Ausdruck nach z, und bezeichnet, wie schon immer 
geschah, das Setzen von u=a, in dein Resultate durch d_4,„, wo also 


d vi m (®;; ae Q,) (On — Q,) wur (a, en, On) (Om EREEERD Amtı) vo... (0 REED 8.4 
so ist bekanntlich 
1 1 1 1 
29 Et .... Zu Fr. 
rt ya. 


Dieser einzige Ausdruck, in Verbindung mit der Formel (27.), zeigt 


nach dem bisher angewandten Verfahren, dals ganz allgemein 


30. I etdefe (a3 med fan fe ndtde fein" Xdz 
— "Kar + 5 Je" 1 Xde+ SZ = uXdeHte.... 


Er 
e An- ı‘ - Jen eXd 
2 r dAn—ı u 




















Auf eine ziemlich ähnliche Weise läfst sich auch finden, dals 


31. EU d = f "e-bx Ydx” — 
A n 1 d(b—a)" n—1 ” 
‚ax ) / \- En - ax SI — (1X n—1 
er b—a)" Adx” +7 In e*Xdx 


1 d’(b—a)m fr? g—ax u d’!(b—a)” fe 
+ I +1 2” db* fi Adx +. "to ai db e Xarı 


. d 1y77 ci 1 dla Zu au 
p”N }, N —n 0x ‚m —bx m—1 
a—b) / e”"Ndıx +07: Zu e"Xdx 


1 ET u 3 uch a A a en 1 dab) Rn 
a EN ER ++ oe ed Xazl. 





























(1,+1)* da? 
wo wir, dem Früheren gemäßs, 1.2.3....z2 durch (1,+1)” bezeichnet haben. 
Man erhält in dieser Entwicklung die zweite Reihe aus der ersten, 
wenn man @ mit 5 und 2 mit 2 vertauscht. Für diese Vertauschung än- 


dert sich daher der ganze Ausdruck nicht, es ist folglich 


79 ev |" „(b=a)x 7 „m eye X = bx f” la-B)x ." Br —ax X m 
32. € ( dı er Ad mi € dı e #2”, 
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Von dieser Gleichung aus lälst sich weiter schliefsen, und man wird 
unter vielen andern einzelnen Vertauschungen auch finden, dafs sich z. B. 
in einer Formel wie (8.) durchgängig v, mit v„, v, mit v„_., v, mit v._: 
u. 8 w. und zugleich @, mit @„, @, mit @„_1, @% Mit 0. 85 W. Ver- 
tauschen läfst. 

Durch die Formel (31.) kann man leicht eine Involution von Inte- 
gralen wie (18.) in einfachere Integrale auflösen. 

Ganz auf dieselbe Weise wie vorher die Formel (7.) in einfache 
Integrale aufgelöst wurde, läfst sich auch finden, dafs 


33. et "it da fat d zf. en fi u Er 27, 2 fa". AÄdx = 


lo Xd zer _ Xd 22 xl ge n-ı Y 
au _- E he ze I I Je" ( be 2 seo» f: zog, © Pi ’ 
dA, % 77, +72. er TER 


wo die CGoefficienten der Reihe dieselbe Bedeutung haben wie in (30.). 








Berlin, im December 1833. 








46 * 
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27. 
Auflösung der Aufgaben 3., 4., 9. im vierten Hefte 
des 15. Bandes. 


(Vom Herrn Dr. Schellbach zu Berlin. ) 





Auflösung von No.3. In Fig. 22. sei 3 der Mittelpunct und C der 
eine Brennpunct einer Ellipse, deren grofse Axe /D ist. Über AD sei 
aus B ein Kreis beschrieben. Zieht man nun durch C zwei auf einander 
senkrechte Sehnen XS, GM, so sind diese, der Gröfse nach, zwei con- 
jugirte Durchmesser der Ellipse. Bilden dann /F, HL zwei diesen Seh- 
nen parallele Durchmesser des Kreises, so werden dieselben von den Seh- 
nen in zwei Puneten EZ, NV geschnitten, so dafs /E, EF die Vectoren 
sind, welche zu dem Durchmesser XS gehören und HN, NL die Vecto- 
ren, welche den Durchmesser GM begränzen. In der Zeichnung geben 
PR, TU und J/V, OQ die wirkliche Lage der conjugirten Durchmesser an. 
Nach den obigen Erklärungen ist aso PR=/V/=KS,TU=00=GJ; 
ferner CP=C/=EF, CR=CY/=IE, CO=CU=NL wd (= 
CT=IHN. Es liegen übrigens FPF/, LUO, HTO und IRJF/, sämmtlich 
in Geraden, die auf 4/D senkrecht stehen. 

Stellt aber in Fig. 23. 5 den Mittelpuncet und C den einen Brenn- 
punet einer Hyperbel vor, und ist BE die grolse und CE die kleine Halb- 
axe, die senkrecht auf einander stehen, so sind FZ und AY die Asymp- 
toten der Hyperbel. Ist nun P ein Punct dieser Curve, so haben alle 
Linien dieselbe Bedeutung für die Hyperbel, die sie früher für die El» 
lipse hatten. 

Bezeichnen wir für die Ellipse und Hyperbel durch «@ und 5 die 
srolse und kleine Halbaxe, durch x die Abseisse des Punctes P vom Mit- 
telpunete aus gerechnet, durch r und 2 die conjugirten Durchmesser, durch 
v, vo’ und ®, ©’ die Veetoren, welche bezüglich r und e begränzen, setzen 


Nee . 27° vv! 2 —b? ... . a b*\ .. 
für die Ellipse e= —- 7 für die Hyperbel em re : — und drücken 
P c 








den Winkel FBD dureh ö aus, so erhalten wir: 
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für die Ellipse v = e—ea cosdo—=a—ex, v'=ateacosd=a-er, 
e° — er v', 
DO —= a—easin), . ©! = oa+easin), 
rt ddr = Od, 

und für die Hyperbel v=ex—b, W=exr+b, =" —’—=vuv!, 
P=er—a D=exrto, r="—"=Od!. 
Der Anbliek dieser Werthe der einzelnen Linien rechtfertigt die 

obigen Behauptungen und den Satz des Herrn Steiner. 


Auflösung von No. 4, Denkt man sich an die Hyperbel oder 
Ellipse, die in unserer Figur durch P geht, eine Tangente gezogen, so 


schneidet diese auf der grolsen Axe ein Stück gleich — ab. Der gröfsere 


Radiusvector von P ist ex-+-e. Nimmt man also auf ihm einen Punct Z 
an, der vom Focus um ex absteht, also von ?P um «, und verbindet Z 
mit dem Mittelpuncte B, so ist diese Verbindungslinie der Tangente an 
P parallel; denn die Entfernung des Brennpunctes vom Mittelpunct ist 
ea, daher 

Es 


a 
eu: — = i# Ts 
x 


Nun bilden beide Vectoren mit der Tangente gleiche Winkel; folg- 
lich schneidet die verlängerte ZB auf dem andern Radiusvector ebenfalls 
ein Stück gleich a ab. Der Satz, wie ihn Herr Steiner ausspricht, gilt 
also für beide Curven; aber der Mittelpunet der Hyperbel liegt in der ver- 
längerten Basis des von Herrn Steiner erwähnten Dreiecks, wogegen der 
Mittelpunct der Ellipse sich in dieser Basis selbst befindet. 


Auflösung ven No.5. Bewegt sich (Fig. 23.) in dem festen 
Paralleloegramme 4DCB das veränderliche Dreieck EFG so hin, dals die 
Seite GE gleich und parallel DC bleibt, die Seite FE parallel mit BD 
und die Spitze F stets in 4B fällt, so schneidet die veränderliche Seite #G 
die Seiten 43 und BC des Dreiecks ABC in dem Verhältnisse, wie es un- 
sere Aufgabe verlangt. Die Seite FG ist natürlich am kleinsten, wenn 
das Dreieck FEG bei F' rechtwinklig ist; in diesem Falle steht der Durch- 
schnittspunet / in der Diagonale BD senkrecht über 4. Dals die Seite 
FG bei der Bewegung des Dreiecks FEG eine Parabel berührt, von der 
BD ein Durchmesser und AC die Verbindungssehne der beiden Tangen- 
ten AB und BC bilden, ist bekannt. 


» 
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Aufgabe 1, Die Gleichung der Ellipse 


sc? y?’ 
—+— = 1 
a b* 
lüfst sich auf die Form bringen 
or? y* 








== 3. 


c’--y? Mh, + x? -+-y? — a? 

Welcher geometrische Satz liegt in diesem Resultate und wie heilst 
derselbe für die Hyperbel? Setzt man in der ersten Gleichung «= 2, 
so liefert sie 2’ +y’= a” die Gleichung eines Kreises; nimmt man aber 
diese Substitution in der zweiten Gleichung vor, so ergiebt sich &°+y? 
— x’ +y’—.a«, also a=0, Wie ist dieser scheinbare Wider- 
spruch zu erklüren? 

Aufgabe 2. Die Gleichung der Flächen des zweiten Grades sei: 
Ac+-By?+C!+2Dyz+2Exrz +2 Fey +2Ge +2 Hy+2 Is + K=0: 
dann ıst 
(dat Fß+Ey+C)e +(Fa+BP+Dy+H)y+ (Ea+DR+Cy+D: 

1 Ga+HP+Iy+K = 0 
die Gleichung der Berührungsebene an diese Flächen im Puncte («, ß, Y). 
Bezeichnet man nun die linke Seite dieser Gleichung durch 

Ft), 

wo Ö alle griechischen Buchstaben und ? alle kleinen lateinischen vertre- 
ten mag, so ist: 

[IF(ö,)] = Fed, d). F(t,t) 
die Gleichung des Berührungskegels an die Flächen des zweiten Grades, 
dessen Spitze in dem Puncte (a, ,y) liegt. Hier befindet sich natürlich 
der Punct (a, ß, y) nicht mehr auf diesen Flächen selbst, sondern im All- 
semeinen aufserhalb. Es ist F(t,t) das was aus F (ö, £) wird, wenn man 
ca, ß, 'y entsprechend durch x, y, z ersetzt; eben so ergiebt sich die Be- 
deutung von F(d,6). Man wird bald sehen, dals F(t4,t)=0 die obige 
Gleichung für die krummen Flächen des zweiten Grades ist. Es soll 
nun die Richtigkeit der für den Berührungskegel aufgestell- 
ten Gleichung durch blofse Schlüsse, ohne Rechnung bewie- 
sen werden. Viele Gründe lassen sich leicht anführen, die diese Form 


sehr wahrscheinlich machen. 
Berlin, den 4ten Mai 1836. 





mt CUTWI PIE WERTE 














28, Schellbach, eigenthümliche Entwickelung der Sinus- und Cosinusreihe. 363 


28. 


Ueber eine eigenthümliche Entwicklung der Sinus- 
und Cosinusreihe nach Potenzen des Bogens. 
(Vom Herrn Prof. Dr. Schellbach zu Berlin.) 





N ähert man sich in Fig. 24. unaufhörlich dem’ Puncte 4 in der rechtwink- 
ligen Spirale abcde...., so erhält man offenbar seine Entfernung 46 von 
der Seite @Öb durch die convergente Reihe 
be—de+fg—hi+kl—mn-+.... 
ausgedrückt, und seine Entfernung Bb von der Seite dc kann durch dis 
ebenfalls convergente Reihe 
„ ced—ef+gh—ik + Iim—.... 


vemessen werden. 
Die Spirale selbst kann den mamnigfaltigsten Gesetzen unterworien 


sein. Ist z.B. in Fig. 24. BAD ein Halbkreis, dessen Mittelpunct C, und 
die Ecken der Spirale befinden sich stets auf den beiden Geraden BF und 
ED, so sind die Seiten der Spirale, wenn man den Winkel ACB = u setzt 


und den Radius des Kreises gleich 1 annimmt, 
& [77 : 144 164 
1 2 m Y —— 2 v’ — « 3 -_  — Y 4 4 
EB = 2tang 5 EF — ?2tang 7, FG= ?2tang CH GH = ?2tang +, 


also ist die Entfernung 4X des Punctes A von BC oder 


2 taug he 
[44 „ & . & 2 
z zum a Ze 3 4, Be oe Mia ul 
sina=?2tang  —?tang’ — + ?tang’ z 2tanpg’ — +... = in 
or? 
1 -Htang 2 


- 


. 





n|R 


— 





Diese Reihe convergirt natürlich nur, wenn « kleiner als 90" ist; 
denn nur in diesem Falle nähert man sich durch die Spirale wirklich dem 
Puncte A. Die beiden Geraden BF und ED kann man anders legen, 
oder statt ihrer beliebig andere Linien wählen, 


Hätte man die Spirale so bestimmt, dafe man BE= BA macht, 
14/ 


EF=EA, FG=AF, GH=AG u. 8. w., so werden die Winsel ABDE= — , 


A 


AEF=—, AFG=Zz; ACH= IE u.s. w., da nämlich die Spirale im- 


mer rechtwinklig bleiben soll. In diesem Falle erhält man: 
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. Ce r } e 12 u [123 . [47 [ UL . [24 
ET a IH m / Zul Ba u 
BE=2sin—; EF = 4sin 5 in» FG=SsinZ sin sing ; 
. Ü& . Br, [184 r & 
GH = 16 sin — sin —sin—sin—,.. 
2 4 8 16 ? 2. 


wodurch sich wieder Reihen für sin und cos« ergeben. 


Ein gröfseres Interesse hat folgende Bestimmung der Spirale, Es 
sei in Fig. 25. AB ein ganz willkürlicher Curvenbogen ohne Wendungs- 
punct, BH eine Normale an demselben. Man wickle den Bogen AB ab, 
so dafs der Punct 4 die Curve AC beschreibt, wodurch also die Gerade 
BC der Curve ZB gleich wird und senkrecht auf BFH zu stehen kommt. 
Wickelt man eben so den Bogen A4C ab, so dafs 4 die Curve 4D be- 
schreibt und die Gerade CD dem Bogen AC gleich wird und sich senk- 
recht auf BC stellt, und verfährt eben so mit den Curven AD, AE, AF,...., 
so entsteht eine Spirale, welche die Geraden /G und BG durch die suc» 
cessiven Evolventen des Bogens AB finden lehrt. 

Es sei z. B. AB=u der Bogen eines Kreises, dessen Radius A 
der Kürze wegen gleich 1 gesetzt werden mag, so ist 


AC=CD=/aduamzao), AD=DE=/ "Fe = a 


2 De 
m__ a?dx JS a*s 
AE=FE= / 3 en 1a 
folglich 4G oder 


sınd = 

















a? a° 
0-73 tI2345 
und GH oder 





a? as 
c0sa = Immer rent Er 


Dals diese Reihen für jeden Werth von « convergiren, ergiebt sich 
jetzt durch eine einfache geometrische Betrachtung. 
Die Länge der ganzen Spirale CBEFG .... ist 


& a” a3 a* Par. 
er. ti3+ i33t133aT°* et, 





so dafs also jedes einzelne Glied in dieser Entwicklung eine geometrische 
Bedeutung gewonnen hat. 

Sind allgemein BF und I] zwei Normalen an den Bogen AB =, 
und bezeichnet man den Winkel HB durch ß, so sind die Seiten der 
Spirale: 


BC=ß, CD = /Bdu, DE = /[Bda, EF=//] Rd, u. 
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Verwandelt man durch theilweise Integration diese vielfachen Inte- 


grale in einfache, so erhält man, nach einigen leichten Reductionen, für 
die Länge der Spirale DCDE.... oder s 


‘= f’er dß. 


Setzt man ferner BG=x und GA=y, so ergiebt sich eben so leicht 


F @ w’, 
z=sina/ cosadß—cosa / sin wdß 
«ı/ 0 u ’ 
- a, vo 
y=sinu/ 'sinadß + cosu/ cos «ud, 
} j 


wu 


woraus man noch ableiten kann 
® a . & R 
ycoss + xsındg = A cosudß, ysina—xcosu = /. sinddß, 
ı/ 0 0 3 


+ y’ == I /y eos adß} +} /.sinaapı 
als Quadrat der Sehne AB. 

Ich glaube, diese Betrachtungen werden einiges Licht auch auf an- 
dere Reihen - Entwicklungen werfen. Bezeichnet man z.B. die Länge der 
Spirale durch s, so ist 

s=e*, also «= log nat s. 
Für s = 10 ist «= 2,302. ..., folglich gehört zu einer Spirale von 10 Fufs 
Länge ein Kreisbogen von 2,302 Fuls Länge, wenn der Radius des Krei- 
ses einen Fufs beträgt. Ein ähnlicher geometrischer Sinn läßt sich auch 
mit den Logarithmen anderer Basen verbinden. Diese geometrische Be« 
deutung der Logarithmen macht den Übergang aus den trigonometrischen 
Functioren zu ihren entsprechenden Bögen naturgemäfser als sonst. 

Wie in dem besondern Falle, wenn 4B ein Kreisbogen ist, die 
Curven AC, AD, ARE, .... und die Flächenräume ABC, ACD, ADRF, .. 
schnell elementar gefunden werden, zeige ich vielleicht in einer spätern 
Abhandlung, da dieser Gegenstand für Lehrer Interesse hat, 





a ZECHE DE en 


Crelle's Jownat d. N. Bd.XVL Hl. 4. 47 
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29. 

Series novae, quarum ope integralia elliptica primae 
et secundae speciei computantur simul ea, quorum 
modulı sunt conjugatı. 

(Auctore Dr. Chr. Gudermann, prof. math. Monast. Guestph.) 





1. 


Integralibus primae speciei ellipticis secundum Ill. Legendre distributio- 
nem, quorum moduli sunt conjugati, formae sunt 


p dp p To 
. Del ar ef dp 
o Y(1—siu? d.sin’p) et U 0 V (1— cos? 0.sin?g)? 


ideoque permutatis 8 et >- — ö permutantur integralia ipsa. 








Transformetur integrale primum introducendo functionem 


t=tang3PD, unde sequuntur formulae 


sind = Er ,‚ csod= In y (i—sin’d.sin’G) = en, 


quibus adhibitis proveniet 
2dt 


7 u oV (1+2c00520.1”+1*)° 
Sit brevitatis caua 1=1,, 1.2=}?7, 1.23=3 ,1.2.3.4=4#, etec.; 
supposita evolutione 








1 2 2 
} 0) 0) 
| EN =1—7- Lite ur Di Zi 9042. ?— +...., 


functiones 8, Ö, 8, etc. arcus 9 subditae sunt relationi satis simplici 


r r—? 


vl 
2. © = (?r—1)c0s29. © —(r—1)’. © 
cujus ope inveniuntur valores sequentes: 


© == cos 25 

O= 3 c0o’295 — 1 

Ö = 15 cos®’29— 9 cos 29 

Ö —= 105 c0o+2d— 990cos®’2d-- 9 

= 945 008°29— 1050008244 2725 60829 

© = 10395 cos°29— 14175 cos'29 + 4725 cos? 24— 235 


etc. 
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1 2 3 4 
oo ® © © , a i R 
vr PP F etc. omnes sint unitate minores, Addi- 
gitasse suflicat, esse generaliter 

e d’(v? —1) 
A 2’ ,dv' 


Si in serie, integratione orta, 


et quidem tales, ut — 





pro v = cos?$. 


3 4 


1 2 
2 . A. A 7 5—-t:--) 


7 — . 
Z 7 v3t1r5'75 ”>.'7 49 


. . . 7 

in qua et Z=tang !® unitate minor est, permutamus # et =), func- 
1 3 5 1 3 5 

tiones ©, ©, ©, etc. abeunt in —®, —O©, —O, etc.; quare obtinemus 


series rapide convergentes binas 


"’—+-U, ; 
u + =tang; +3 tang’ 39. . st stang' p. dir ‚tang"”2D.— rn > L. es 








Ö 
U— U o 
| 7 = stang! 39.2 +1tang’} 10.- = irtang''zD. + 7ztang® arte 
quarum ope simul computantur U et Z. 
2. 


Pari modo inveniuntur series, quibus integralia elliptica secundae 
speciei exprimuntur; sed alia magis placet methodus evolvendi, ideoque ad 
integralia U et ZU’ redimus, quas denuo transformemus. 

Sit z=tang!P=e"", tunc vice versa est 





Zang y — cosD, Sin? = BER, 
Siny = cot®, an A 
1 a ER. 
CosY = sing?’ sin? 
st 1 
en... : 
d= er, 


Quia pro P=0 est Y=5—=x, integrale transformatum est 


U er I —d w. v2 
I ,V (E52 w+c0s20)? 
unde evolutione oritur series duplex 

















1 1.3 . cos?209 1.3.5.7 e0?29 
: h) a ARE. „ee 
u), av 2 (os + 2a Van FI V 605? 2y 
1.3,.5.7.9.11 cos 20 
+ 2468.0.2 VoRmay to ) 











1.35 cos? 29 1.3.5.7.9 c0os5 29 


n IE n zZ c0o820 an . 
F ce 3° Garant 240 V Cosrau T 3a6810° Veormay te 
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quae, si ponimus integralia 


























[ -dw.V?2 __ — dw.V? 3 
VG" — J.V Gst2w 

'—dy,Y?2 Pr Ir — dyv.vV 2? nu. 3‘ 
4 % V (605° zu 3 u et J/ m V 605" 2 u ie 

"—dvw.V2 TER 1.5 _ — dw.V 2 3.7 h) 

„V608’2w  3.7°° „vV Cos:22 u ” 5,.9° 2 
 —dw.V2 __ 1.5.9..(4@—3) —dyw.V?2 __37.41...(4e—1) 3 
„V Gost«+ 2w 3.7411... (4de —1)? av Bostet3 2 5.9.13....(4c+1) ad 


abit in IE hanc 


| 12.52.92, 0 
me bi 9 4N j 
U=0+5 4 LE rt trat 








32.0, 3:,7? 
u 200 3N >Sand__ 
1$c0s 29 ni ned — LER co’ 2d—...., 
unde permutando $ et e = —$ obtinemus series binas 











U+U__ 1? 0 0, .n 20.070 B 
au 5 da 020 + 2 " zig 0? 


12.52. 92.132, 0, 














89 
MERTENUFEN TU It: 
5. \V—T 2,0, 
>39 n 
. .c08 2 2 cos 2 + 316: c08°29 





32,72. 1120, ! 
BEEFTERTEDRTRTRLL A I BEER 





in quibus functiones 0, 0,5 O2, I, 0, etc. et 0, 015 day 5 du etc. ampli- 
tudinis %, vel si mavis, amplitudinis D adhuc eruendae supersunt, 
3. 
Facillime invenitur integrale incognitum primum 


En dp 
— JSoV(t— 3sin?p) 


e = / dpy (1—3sin’®), 
act ech p 
V (1—1sie?g) 
complementi, talem igitur, ut sit tang P.tangP'—= Y?, sive 





7 ‚ et posito 


6. 


obtinemus integrale do = 2: — r — 





Applicemus amplitudinem 





Y?2 
’ Von 
ung - taug p 
= . Bu cos @p 
‘. N Vi—z;siuu’p) 
cost — sin p 





V2.V(1—3si?g) 
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erit integrale prius 

8. = 2e—0— sind sin®. 
Integralium o et e valoris e tabulis ab Ill. Legendre pro modulo k=sind5’—y } 
paratis notissimi sunt, a quibus integralia incognita pendere reliqua omnia 
nunc demonstrabimus. Formula ad reducendum integralia haec idonea est 














„.[ Zdv:V2 MER —dy.Y? Sin2w,y2 
„ V Go" +? y IIEV Sry VI ? 
. Sin?w.V 2 cos p.sin"—°p sin". sin" g! 
quae, qua 76,53 u >= == = —— est, $e- 
2°,.V(1—3sin? gg)” 2° „vos—Tp 


quentes formulas praebet elegantissimas 


sin psin? p' 





0, = c0— 





















































cos? p 
a sin p sin? g’ si sin‘ sin”! 
k eos? p 5° 22 ,c0s® (p 
sin psin? rc sin’ p.sin? c 3.7 sn’osin!! 
e Pe Rt = a gr op r-; 5.8 year 
FR sin sin? op’ . sin’ p. sin” op? =.7 sin? y int Ep! 
PORN er cus? p är a » 5,9 22 cos’? p 
ur ‚IL sind sin!’ op’ 
y.13° 2°,c08:4p 
etc., nec non sequentes: 
2. . sin? p. sin‘ p’ 
en er 2 cos’ op 
RE sin? p. sin‘! 1.5 sin” # sin’ opt 
i ii, 2 cost u : 7 23. cosdp 
10. h\ h\ r Sin’ .sin‘ g' 1.5 sin? er sin? gp’ 15.9 sin!Top.sin’3g/ 
ee BT Eee 
I, d—! sin? op. sin‘ g’ 2 1.5 sin’. PRIZE 1.5.9 sin?Top. sin!3ogp? 
BE . 2cus*p 3,7" 23.c0s>p p Bu 5 | 2° cos’! op 


1.5.9.13 sin? sin!” cp 
3.7.11.15° 2° .cos’®« p 





etc., ita ut generaliter sit 

3.7.11.... 4a —5) sinte—3op. sintanigr 
6.9.13....4a—3)" Wie, eogte—2 p 
1.5.9....(4@—3) sintelg .sinttl up 

3.7. IT... (4da—1)" 2at,cosp 


Iam vides computum functionum 7, , 04, 03, 0, etc. et di, d2, d4, (4 etc. 


esse facillimum, nee difficile est perspicere, ipsas versus limitem = (0) con- 


» . . . . sı . 
vergere, si amplitudo ® versetur inter limites P@=0 et = >“ Si vero 








c.= s(w—1l)— 





da = dla —1)— 


franscendentes « et ö computamus adiumento serierum infinitarum 
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sinp sin? p! L 3 sin‘ “psin’ sin? Ku Eh Zi g'! 
Pe +; m. -+ .„... 


‘2 5 a Yen 204 Io 
cos? p 2: , cos® p 2* cos p 


v1 sin? op sin® p! +22. 5 sin? op sin? p* Pi z sin’? sin!? op’ 
5 2 c0s* p 23 cos? p 3.7.11° 2° cos!® 


simul computamus Mi 9, 05 Or, 5 05, O5 etc., et tabulis II. 
Liegendre uti non necessarium est. 


= 








..... 


4. 
Sint integralia definita 


TI 


we 2 dp X! = /? dp 
Fl V (1—sin?d.sin?g)? JS, Ylt-ecos?0.sin’gp) > 








1) 


RE = / dp.y(1—sind.sinQ, PF= Sao.v 1—c0os3.sin’Q), 


[) 


quae formula AE’+EAX —Ki=- inter se conjuncta esse scimus; sit 


f =/ V(1l—3sin’gp)? 


0 


Insuper 





ponendo amplitudinem P = >; tÜ=K Dal, van, =n=o,etc. 

















= 1, to) e),=e),=eto—= T1—-0— > ‚ quare sumtis 
IS= hr ati n cos’2d +: Rise cos’ 2d-+.. 
1. 2.4.6.8 2.4.6.8.10.12 
53? 7? ’ 3% 7: ‚11: er 
[D=200s29 +. > cos’ 29 — 5465 15 6082 age 10.12. rl ld Er SZIERR 
quadrantes bini modulares Ä et X‘ exprimuntur formulis 
K’-+-K . K—K zz D 
nd. DEN TE Er 


quae conveniunt cum seriebus ab Ill. Jacobi inventis (conf. Fundamenta 


nova theoriae funct. ellipt. pag. 67). 
Series (5.) articuli (2.) in alia exhibere forma placet. Praeter 


quantitates S et D hunc in finem computemus 
S—1 
1? 
= S—1— 57008 29 
a 29 1°, 9° r 
= S—1—5z00'29 — SA66 29 
12.5°  .n 1:.5°,92 


n% 
I ı 





cos’ 29 








Br A use 
el re Erw Rtge: 


etc., nec non 
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D,=D-—1cos?) u 
D, = D—1c03 29 — — 546 °08 ‚29 


32, 7? 


32 u 
D, = D—1c0529— 2 SH6570 00'290 


. . 32,72 32.72.11: | 
is ua a Se er »n — ’9 
D,=D— 300825 — 275 °0 29 340 29 











etc., 
nam formulis (9.) et (10.) in seriebus (5.) revera substitutis prodeunt se- 


ries transformatae 


I’LU sind „sin? cp! 3 sind’ @.sin” op 
.. = —S, F AR 20 P M 


— v 


2 a cos? p 5° 22.coseop 
S,. 3.7 sin’ p. sin??? 


5.9° 24, cos! p OR 


12. . - in’! 1.5 sin” BE p’ 


IT—U __ z Sn?p.sın’p 1.5 
2 =D.—D.3. 2 ,c0s*p 3,77 23.c0osdp 


_D 1.5. 9 sin!Top, sind 
TEE 35; cos’? 


quae rapide convergunt, quia S,, S,, S5, 5; etc., necnon D,, D,, D,, D, 
etc. versus limitem communem = celeriter convergunt. 
Si ex amplitudine data ® omnes functionum U et U’ valores di- 


versis modulis correspondentes calculare vis, praeferendae sunt series (5.); 
si vero e modulo dato omnes functionum U et U’ valores diversis ampli- 
tudinibus correspondentes computandi sunt, praeferendae sunt series (12.). 
I 
Iam ad evolvenda integralia secundae speciei elliptica transimus, 
quibus formae sunt 
V=/ap yAa— sin?d.sin’®) et V=/ dPy(i—0c0s'3.sin’®), 
et quae, si functio £=tangzP introducitur, abeunt in sequentes 
Bun 2dt V(l+20s20.1?+1*) v— ’2dtV (1—2eos?20. er, 
1? (i-+ 12)? , . (+1 
Si vero =tang3P = e"* ponitur, formulis articuli (2.) integrale primum 
transformatur in 


y=/ ZEV VE, los y+ 00820). 















































o1+&052 ww 
Si utimur signis sequentibus 
—dw.V yY?2 Pr — dyv.V? 
„14608 2Y Co 6ıyr af (16052) V 605? 21? 
en -av.V2 oh -ayV2 
41 = / (1+652Y)V @s2y’ € =/ (1fGs2y) VGsrzu el 
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evolvendo et integrando obtinemus 








/ 5. MARI. 2 0’? — >85... os! 1.3.5.7, Eg 
' ‘ ’ on 2468 ° 2.4.6.8.10.12 
Iv—vV' 1.3.8 1.3.5.7.€, 
; ——m!: x ! 
13. z 2 &,.008 457,0 9+— 336810 608°20 
1.3.5.7.9.11. e, 


Trausformatione invenimus integrale 


— dw y? iR. PER e 2.2.) 
€ =/ 1+ 605 PETE EEE u“ ucd I zsin Q), 





117 20 PR 


ABER THUNUar se 


quare signi € signilicatio eadem est ut antea in articulo 3. Porro inreni- 


tur integrale secundum 
ei; — dw.V? ME ME... 





= TI ] I iin d\ nr 
(1 6os: 2y)V 6052 w ‚vi: sin?) Java sn ®)=o--8. 


aa reliqua praebet relatio simplex 











ae _- dıy. vY?2 u — dıy. u. * — du.vV? 
„ (A+6Eo52W) V E05" 2 w „ V Co" 2yu I, AFSSIW)V CT’ 
scilicet formulas sequentes: 
3: 
RAR €, = 2-6 
N 
9=Ee—o-Hto 








— ,=:e— tl) — +3 — 20 
erh HH an + 
met 
Te a EEE Eu 
-s=E2.-0+)—30n+30— Sr nt nt a 


etc. etc, 


Si formulis his utimur, computus functionum &, &, &, &, & etc. est facıl- 





. . . r ’ ot-o--singsiop' . 
limus. Functio & invenitur ope formulae & = + nn IF, sildetcmo- 


do in line articuli (3.) indicato computantur; ach valorem alioquin prae- 


bent tabulae ab Ill, Zegendre paratae. Ubi ® — - ponitur, fit 
cc e1=n=0,=ete.=/, 


* 


<=), ecte — = >37 e=4( 


+7) 


=h et F'=E' Ceterum patet, series (13.) eodem modo transfor- 


ınari posse, quo series (5.) in (12.) abire. 
Scr. die XX, Novemb. 1836. 








.- CErSITEER 











30. Brune, Nachtrag zu No, 10, dieses Bandes 373 


30. 


Anderer Beweis der im Isten Hefte dieses Bandes 
Seite 80 mitgetheilten Auflösung einer geometrischen 
Aufgabe. 


( Vom Herrn Rechnungsrath Brune zu Berlin. ) 





Indem ich diese Auflösung überlese, finde ich, dals der Beweis angemes- 
sener und kürzer in folgender Art gegeben werden kann. 

Würde nur verlangt, die beiden Dreiecks - Seiten so zu theilen, dals 
der untere Abschnitt der einen Seite sich zum obern der andern verhalte, 
wie jene Seite zu dieser: so brauchten @f und be nicht senkrecht auf cd, 
sondern nur parallel unter sich selbst in beliebiger Richtung auf cd gezo- 
gen zu werden, Denn, sind @f und be parallel, so ist immer de= cf und 

ax :de = ac:de, 


> 
| 





dei’IF dce:bec. 
also ax:cy = uc:ıbec, 
und daher auch by:cx= = be:ac. 


In demselben Falle ist ferner, wenn man noch we und 5/ zieht, 
auch afbe ein Parallelogramm, folglich in den beiden Dreiecken gex, fby, 
ee = fb, Laer = Zfoy,- Z/Zeax = Zily, 
mithin, wegen der Congruenz dieser Dreiecke, ex =by; woraus weiter 

folgt, dals xy auch gleich und parallel mit be oder «f ist. 

Sind aber af und be senkrecht auf cd, so sind sie auch unter al- 
len Geraden, welche aus @ oder 5 auf cd gezogen werden können, die 
kürzesten; mithin ist auch die ihnen gleiche Verbindungslinie xy kürzer, 
als jede andere Verbindungslinie zwischen zwei Theilungspuncten, die aus 
einer Construction entstehen, in welcher af und be nicht senkrecht, son- 
dern in anderer Richtung nur parallel auf cd gezogen sind. Folglich ist 
nach unsrer Construction xy ein Minimum. | 

Berlin, im August 1836. 
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31. 


Lehrsätze, 
zu beweisen. 


(Vom Herrn Dr, F, Heinen zu Cleve, ) 






































1. Tiicht man durch irgend einen Punct O in der Ebene einer gleich- 
seitigen Hyperbel zwei sich rechtwinklig durchschneidende Geraden mit 
den Axen parallel, welche der Hyperbel im Allgemeinen in vier Puncten 
begegnen, und verbindet diese Durchschnittspuncte durch Sehnen, so lie- 
gen die Mitten dieser Sehnen, der Mittelpunet M der Hyperbel und der 
gegebene Punct U stets auf einem und demselben Kreise, dessen Mittel- 
punet in der Mitte der Linie MO liegt, welche den gegebenen Punct O 
mit dem Mittelpunete 77 der Hyperbel verbindet; eben so liegen die Schwer- 
puncte der Dreiecke, welche jenen Punct O zur Spitze und die Sehnen 
zu Grundlinien haben, auf einem andern Kreise, dessen Mittelpunct auf | 
derselben Verbindungslinie MO in dem Endpuncte des ersten Drittels die- | 
ser Linie, von O aus, liegt, und dessen Halbmesser gleich 3 MO ist. 





(In den folgenden Sätzen wird unter dem Mittelpuncte einer Ket- 
tenlinie derjenige Punet verstanden, welcher auf der Verlängerung der 
durch den Scheitel gehenden Symmetrie- Axe in einer Entfernung von die- 
sem Scheitel liegt, welche dem Parameter gleich ist, und eine im Mittel- 
puncte auf der Symmetrie-Axe senkrechte Gerade als erste Axe oder als 
Axe der Abseissen, die Symmetrie- Axe selbst aber als zweite Axe oder 
als Axe der Ordinaten angenommen.) 

2. Verlängert man die Ordinaten eines der beiden im Scheitel zu- 
sammenstolsenden Zweige einer Kettenlinie um Stücke, welche den durch 
diese Ordinaten und den Seheitel der Kettenlinie abgegrenzten Bogen 
gleich sind, und verkürzt die Ordinaten des andern um eben solche Stücke: 
so gehören diese neuen Endpuncte der Ordinaten siämmtlich einer und 
derselben logarithmischen Linie an, welche mit der Kettenlinie denselben 
Parameter hat und deren Asymptote die erste Axe ist. 

3. Nimmt man auf der ersten Axe beliebig grolse, aber unter sich 
oleiche Stücke an, und zieht die in den Endpuncten eines jeden und in 


m nn nn nn 











ei er 
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seiner Mitte auftreffenden Ordinaten, so ist der Quotient des Bogens, wel- 
cher von den Ordinaten der -Endpuncte bestimmt wird, durch die Ordi- 
nate der Mitte, für eine constante Länge jenes Stückes, stets eine unver- 
änderliche Gröfse. Ein Gleiches gilt von dem durch ein Stück auf der 
ersten Axe, den Ordinaten in seinen Endpuncten und dem zugehörigen 
Bogen der Kettenlinie begrenzten Sector. 

4. Liegen die Scheitel einer Reihe von Kettenlinien, welche den- 
selben Mittelpunct haben, auf einer und derselben Axe, und zieht man 
durch den gemeinsamen Mittelpunct irgend eine Gerade, welche einer der- 
selben begegnet, so begegnet sie auch allen übrigen, und zwar sind, wenn 
von den beiden Durchschnittspuncten mit jeder einzelnen, der dem Mittel- 
puncte zuniichst liegende, erster, der fernere dagegen zweiter genannt wer- 
den, die Tangenten in allen ersten, so wie auch in allen zweiten Durch- 
schnittspuneten an den verschiedenen Kettenlinien einander parallel; be- 
rührt die Gerade eine dieser Kettenlinien, so berührt sie auch alle übri- 
gen. Auch verhalten sich die Stücke der Geraden zwischen dem Mittel- 
puncte und zweien ersten (oder zweiten) Durchschnittspunetenr, oder, im 
Falle sie berührt, zwischen dem Mittelpuncte und den Berührungspuncten, 
wie die jedesmaligen Parameter der Kettenlinien. 

Die letztere Beziehung bietet, wie man leicht sieht, ein einfaches 
Mittel dar, um, wenn eine Kettenlinie gezeichnet ist, eine andere zu zeich- 
nen, welche irgend einen gegebenen Parameter und mit jener denselben 
Mittelpunct und dieselbe Symmetrie- Axe haben soll. 
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Druckfehler im 1sten Hefte dieses Bandes. 


Pag. 62 beim Alter von 65 Jahren, Spalte 5, statt 27,21 lies 17,21 
> BE & rn . Spalte 3, statt — dies 1 


Iın 2ten Hefte dieses Bandes. 


196 lin. 23 pro: redeatur, legas: reddatur 


— ee 26 — venit |.. venimus 

— — — 28 —  proportionales I, proportionalia 
— 30 — _ tertiae ]. tertii 

— — — 34 -—  inveniendas ]. inveniendos 

au — 55 —  summam ]. summum 


Im 4ten Hefte dieses Bandes. 


— 366 — 372 lin, 1 loco integralia elliptica legas integralibus ellipticıs. 
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